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1 . La notion des limites , qui est la base du calcul in- 
finitésimal , n^était point étrangère aux anciens géomè- 
tres. Ils y furent conduits ,. comme nous allons l'indiquer 
en peu de mots , lorsque , dans la Ynesure des quantités 
géométriques , ils cherchèrent à aller au delà des figures 
Terminées par des lignes droites , et des corps terminés 
par des^plans. 

Lorsque l'on veut comparer des grandeurs de même 
espèce , on commence par se faire une idée nette et pré- 
cise de Pégalité. On passe de là à la comparaison des 
grandeurs inégales, en les décomposant, quand cela se 
peut 5 en parties égales ; et le rapport des nombres de ces 
parties est le rapport même des grandeurs. Mais il arrive 
souvent que cette décomposition est impossible, ou qu'elle 
serait aussi difficile à obtenir que la solution de la ques- 
tion même que l'on a en vue. 

Ainsi , dans la géométrie , la décomposition en parties 

égales conduit à la comparaison des rectangles -, celle-ci 

conduit facilement à celle des parallélogrammes , puis des 

triangles , et enfin do tous les polygones rectilignes , qui 

2* édit. i 
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peuvent toujours être considérés comme composés d'un 
nombre déterminé de triangles. 

Mais si quelques-una des côtés d'un polygone étaient 
courbes, on ne pourrait pliis le décomposer^ en triangles, 
et ramener de proche en proche sa mesure*» la simple 
considération de Tégalité. La même difficulté se présente 
dans la comparaison des surfaces et des volumes des corps 
qui ne sont pas termines de tous côtés par des plans. 
Leur mesure exige de nouvelles méthodes d*investigatîon; 
et celte découverte, qui est due aux géomètres de l'anti- 
quité, est un des plus grands pas qui aient été faits dans 
la science. 

L'idée qui s'est présentée d'abord à eux a été de substi- 
tuer à ces quantités d'autres quantités qui en différassent 
très-peu , et de l'espèce de celles qu'ils savaient compa- 
rer. Le raggprt <ie ces dernières devait d'autant moins 
différer de celui d^s premières , que les quantités substi- 
tuées différaient moins des proposées-, et si celte diffé- 
rence tendait indéfiniment veas zéro, le ra ppo rt des 
quantités auxiliaires devait tendre vers celui des quan- 
tités proposées, et finir par en différer d'une quantité 
moindre que toute grandeur donnée. Il ne s'agissait donc 
plus que de reconnaître cette limite d'une manière ri- 
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Ainsi , par exemple , pour trouver le rapport des sur- 
faces dé deux cercles , ils substituaient à ces figures cur- 
vilignes des polygones inscrits ou circonscrits 5 et pour 
que la comparaison fût plus facile , ils les prenaient ré- 
guliers et semblables. Us démontraient qu'en augmentant 
indéfiniment le nombre des côtés de ces polygones , leurs 
surfaces pouvaient différer de celles des cercles , de quan- 
tités moindres que toute grandeur donnée, quelque petite 
qu'elle fût. Or, comme le rapport des polygones était tou- 
jours le même que celui des carrés des rayons des cercles, 
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et que d'une autre part il devait avoir pour limite celui des 
cercles ^ux-mêmes; ils apercevaiait , comme conséquence 
nécessaire , que le rapport des cercles était le même que le 
rapport des carrés de leurs rayons. Mais une pareille con- 
clusion ne leur aurait pas pacu suiBsamment justifiée, 
surtout en présence de sophistes subtils qui trouvaient des 
arguments pour nier les choses l|^s plus évidentes. Ils pre- 
naient alors une sorte de détour pour prouver, sans ré- 
plique, la vérité qu'ils avaient ainsi découverte 5 et ils mon- 
traient que si le rapport des cercles était plus petit ou plus 
grand que celui des carrés de leurs rayons , on serait con J 
duit par des raisonnements incontestables à une absurditc^ 
manifeste. L'inégalité de ces rapports étant ainsi dé- 
montrée impossible, on ne pouvait se refuser à en ad- 
mettre l'égalité. 

Le procédé qui consiste à démontrer la vérité d'une 
proposition par l'absurdité qui résulterait de la supposi- 
sition qu'elle serait fausse, est connu sous k* nom de ré- 
duction à V absurde. 

Les modernes , sans rien changer au principe de cette 
n^éthode , ont présenté les démonstrations d'une manière 
plus naturelle et plus analytique; mais surtout ils en ont 
poussé les applications beaucoup plus loin , avec le se- 
cours du calcul algébrique, dont les anciens n'avaient que / 
des notions très-élémentaires. 

La méthode des limites servant de base à presque tout 
ce qui fait l'objet de ce Cours , nous allons faire connaître 
en quoi elle consiste. Mais nous commencerons par pré- 
senter quelques notions préliminaires indispensables. 

Des fonctions en général, et de la continuité. 

2. On désigné sous le nom de variable toute quantité 
qui, dans la question où on la considère, est susceptible 
de recevoir successivement différentes valeurs. 

I. 
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On nomme vajiables indépenrlantes celles^ dont les va- 
leurs sout en tièrement arbitiij iires \ et ^variables dépen- 
dantes ou fonctions y celles dont les valeurs sont déter- 
minées par celles de certaines autres quantités, quelle que 
soit la nature de cette dépendance, et soit qu'il s'agisse de 
quantités concrètes ou de quantités évaluées en nombres. 
Dans le premier cas on a des Jonctions concrètes y et dans 
le second àes fonctions analytiques. 

Les fonctions analytiques se distinguent en fonctions 
explicites et fonctions implicites. Les premières sont 
celles dont les valeurs peuvent s'obtenir au moyen d'opé- 
rations indiquées et que Ton sait effectuer; les autres 
sont celles qui sont liées aux variables indépendantes par 
des équations non résolues : dans ce cas j les opérations à 
effectuer pour former les valeurs des fonctions ne sont 
" pas indiquées. On les connaîtrait par la résolution des 
équations données, et les fonctions deviendraient alors 
explicites. 

Les fonctions explicites se subdivisent en algébriques 
et transcendantes. Les premières sont celles où les seides 
opérations indiquées sont des additions.^ soustractions, 
multiplications, divisions, élévations à des puissances et 
extractions de racines de degrés connus; les autres sont 
celles qui renferment d'autres opérations indiquées sur les 
variables :. comme , par exemple, les quantités exponen- 
tielles, les logarithmes, les lignes trigonométriques , etc. 

Lorsqu'une seule de ces diverses opérations est indi- 
quée sur une variable , on a une fonction simple de cette 
variable. Lorsque plusieurs d'entre elles sont accumulées 
les unes sur les autres, on a ce que l'on appelle une 
fonction de fonctions. Toutes les fonctions qui ne ren- 
trent pas dans ces deux cas se nomment fonctions com- 
posées. 

Lorsque deux variables sont liées par une équation 
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quelconque^ elles sont fonctions l'une de l'autre. La 
forme de ces deux fonctions est différente si les deux 
variables n'eptrent pas dans Tëquation d'une mahière 
symétrique. "On leur doime, l'une par rapport à l'autre, 
le nom de fonctions im^erses. Si, par exemple, on ré- 
sont par rapport à x les équations suivantes, qui sont 
résolues par rapport a j^ 



y = ^"j y = «*, y = sin jr, 



on obtient 

m 

X = y/^, X = log j', X = arcsinj. 

Ainsi, d'après notre définition, la racine m**'"" est la 
fonction inverse de la puissance m 5 le logarithme est la 
fonction inverse de rexponentîelle, etc. 

3. Continuité. — Une variable est continue lorsqu'elle 
ne peut passer d'une valeur- quelconque à une autre sans 
passer par toutes les valeurs intermédiaires. Une fonc- 
tion est dite continue \orsqpL en faisant varier d'une ma- 

• nière continue les quantités dont elle dépend, elle est 
constamment réelle et varie elle-même d'une manière 
continue , c'est-à-dire qu'elle ne peut passer d'une valeur 
à une autre sans passer par toutes les intermédiaires. Une 
fonction peut être continue tant que leà variables dont 
elle dépend restent renfermées entre certaines limites, et 
cesser de l'être, ou devenir discontinue, en dehors de ces 
limites. 

Pour démontrer qu'une fonction qui est réelle entre 
certaines limites de la variable est continue, il suffit de 

• faire voir qua l'on peut faire croître la variable par "de- 
grés assez petits pour que les accroissements correspon- 
dants de la fonction soient moindres qu'une grandeur 
quelconque : car, si cette fonction n'était pas continue, il 
faudrait qu'elle passât brusquement d'yne certaine valeur 
à une autre qui en différerait d'une quantité finie 5 ce qui 
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est absurde , puisque raceroissement de la fonction peut 
être rendu moindre que toute grnideur donnée. C'est 
ainsi que, dans les éléments, on a démontré que toutes les. 
fonctions simples sont continues , et que , par conséquent , 
il en est de même des fonctions composées. Réciproque- 
ment, toute fonction continue d'une variable jouit de la 
propriété , que ses acèroissements peuvent devenir moin- 
dres que toute quantité donnée , pourvu que Ton donne 
des valeurs suffisamment petites aux accroissements de la 
variable : car, si raceroissement donné à la variable , à 
partir d'une de ses valeurs, tendait vers zéro, sans qu'il 
en fut ainsi de Paccroissement de la fonction, il en ré- 
sulterait que la fonction'passerait brusquement d'une va- 
leur à une autre qui en différerait d'une quantité 6nie , et 
que, par conséquent , elle ne serait pas continue. 

Si Ton considère les valeurs d'une fonction continue 
comme les ordonnées , et les valeurs correspondantes de 
la variable indépendante comme les abscisses , les points 
ainsi obtenus se suivront sans interruption et formeront • 
une ligne continue qui sera la représentation géométrique 
de la fonction analytique. * 

Méthode des limites. 

4. On appelle limite d'une quantité variable une quan- 
tité fixe dont elle approche indéfiniment j c'est-à-dire de 
telle sorte que leur différence puisse devenir moindre que 
toute grandeur- assignée, sans cependant se réduire ja- 
mais rigoureusement à zéro. 

Une même quantité ne peut évidemment tendre en 
même temps vers deux limites inégales. 

Si deux quantités variables dépendent de certaines 
autres , de telle sojjf e qu'elles restent constamment égales 
entre elles dans tous les états par lesquels elles passent, et 
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que l'on sache que l'une d^elles tend vers une limite, on 
peut affirmer que l'autre a la même limite: car, puis- 
quelle est toujours égale à la première , elle s'approchera 
indéfiniment de la quantité fixe dont celle-ci est supposée 
s'approcher indéfiniment. 

Cela posé, considérons une équation» dont les deux 
membres soient des fonctions continues de variables quel- 
conques Xjjj Z9 etc. , dépendantes ou indépendantes les 
unes des autres , et représentons-la par 

Supposons que les variables x^y^ z^ etc. , tendent simul- 
tanément, d'une manière continue ou discontinue^ vers 
les limites respectives a, 6, c, etc., et proposons-nous de 
découvrir la relation qu# lie entre elles ces limites , en 
admettant que les fonctions restent continues dans le voi- 
sinage de ces valeurs des variables. Pour cela, observons 
que, Fe^ydésignant des fonctions continues de x^j^ -z, etc. , 
elles subissent des ^accroissements très-petits lorsque ces 
variables changent elles-mêmes de quantités très-petites , 
et que ces accroissements correspondants tendraient en 
même temps vers la limite zéro : donc , si Ton conçoit 
quj3 x, y^ z^ etc., tendent simultanément, et suivant des 
lois quelconques , vers les limites a , t , c , les fonctions 
F(a:,j", 5:,...),/(j:, y^ ^ ,.••) tendront indéfiniment vers 
F (a, i,c,....), /(û, 6, c,...). Mais les limités de quan- 
tités égales sont égales : donc on aura nécessairement 

c'est-à-dire que la relation entre les limites sera identique- 
ment la même que celle qui avait lieu constamment entre 
les variables; et qu il suffit de changer dans celle-ci les . 
variables dans leurs limites , pour avoir la relation qui 
existe entre ces dernières. 
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Telle est la proposition qui sert de base à la méthode 
des limites , et la métliode elle-même consiste à considérer 
les quantités dont on veut découvrir la relation , comme 
limites de quantités plus simples, et à chercher la rela-* 
tiôn de ces dernières. Lorsqu'elle est établie, il ne reste 
plus, d'après Iç théorème précédent, qu'à substituer à 
toutes les variables leurs limites respectives. 

5. Les quantités variables qui ont pour limites les 

quantités proposées peuvent être choisies de bien des 

manières différentes , et ce choix est très-important. Les 

calculs peuvent être très-simples ou très-compliqués , sui- 

' vant la nature de ces variables ^ et dans chaque cas parti* 

culier il faudra s'attacher d'abord à reconnaître quelles 
sont celles qui donneront le plus de facilité au calcul*. 
Ainsi , par exemple , quand on perche la 'relation entre 
les surfaces de deux cercles et leurs rayons , on considère 
ces cercles comme limites de polygdhes réguliers sembla- 
bles , parce que la relation entre ces polygones et les rayons 
des cercles est très-facile à obtenir ^ tandis qu'elle aurait 
été très-difficile à découvrir si Ton avait supposé diffé- 
rents les nombres des côté§ des deux polygones , et que de 
* plus on ne les eût pas supposés réguliers^ Au reste , si cette 
dernière était découverte , elle conduirait nécessairement 
à la même relation entre les cercles et leurs rayons , et le 
choix des variables n'a d'autre effet que de conduire plus 
ou moins simplement au résultat. Mais il n'y a aucune 
règle précise à donner à ce sujet. 

« 

Des quantités incommensurables, 

6. Deux quantités sont dites incommensurables entre 
elles, lorsqu'elles ne peuvent être partagées exactement 
en parties égales, respectivement de même grandeur^ ou, 
en d'autres termes, lorsqu'elles n'ont pas de commune 
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mesure. Tant qu^dti n^est pas obligé d'éyaluer.les>quautiies \ 
en nombres, il est indifférent qu'elles soient commensu- 
rables ou incommensurables *, mais il n'en est plus ainsi 
dès que Ton a à considérer les rapports des quantités } 
entre elles : et il est d'abord nécessaire de se faire une 
idée précise de ce. que Ton appelle /lo/nftre i>icom/»e/i- 
surable. 

La pluralité nous donne la première idée du nom- 
bre -j elle constitue ce que Ton appelle le nombre entier. 
Elle se trouve, «'soit dans la considération simultanée 
d objets distincts et séparés, soit dans la décomposition 
d'une grandeur en parties égales. Dans ce dernier cas, le 
nombre est ce que Ton appelle le rapport de la gran- 
deur décomposée à une grandeur égale à Vx^ne de ses 
parties. 

Mais si l'on avait à comparer deux grandeurs dont la 
plus petite ne fût pas contenue exactement dans l'autre , 
elles ne présenteraient plus l'idée du rapport tel qu'il 
vient d'être défini , et comme il est utile dans les sciences 
de généraliser le plus possible , c'est-à-kiire de renfermer 
le plus grand nombre possible d'idées particulières sous 
..une même dénomination , on a donné de j^xtcnsîon à la 
signification des mots nombre et rapport. On a d'abord 
considéré *le cas où les deux grandeurs ont une mesure 
commune; et, pour fixer les idées, supposons que cette 
mesure' soit contenue m fois dans l'une et n fois dans 
l'autre ; alors la plus grande est égale à m fois la /i*'"** par- 
tie de la plus petite , et celle-ci à n fois la m**'"* partie de 
la plus grande. 

Dans ce cas , on est convenu de dire que le rapport de 

la grande à la petite est -? et que celui de la petite à la 



n 
n 
m 



grande est - • Ces deux rapports , auxquels donne ton- 
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jours lietkla comparaison de deux grandeui*5 inégales, sont 
dits rapports inverses ou réciproques. 

Ces nouveaux rapports ont encore été appelés des nom- 
bres , et pour les distinguer des nombres entiers on les a 
désignés sous le nom de nombres fractionnaires . Enfin, 
si l'on considère deux grandeurs qui n'aient pas de mesure 
commune , elles ne présentent aucune des deux idées pré- 
cédentes, et il faudra ou dire qu'elles n'ont pas de rap- 
port, ou. donner à la signification des mots rapport et 
nombre une nouvelle extension ; alors les nombres croî- 1 
I tront d'une manière continue comme les quantités con-/ 
crêtes. Mais il ne suffit pas que l'on convienne de dire que 
deux grandeurs incommensurables ont entre elles un rap- 
port, et qu^ ce rapport sera désigné sous le nom de nombre 
incommensurable; il faut définir rigoureusement l'égalité 
des rapports , ou nombres , incommensurables. Notre ma- 
nière de voir à cet égard , différente de celle de quelques 
géomètres , est entièrement conforme à celle d'Euclide. 

Observons d'abord qu'en partageant l'une des gran- 
deurs en parties égales suffisamment petites, et les por- 
tant dans l'autre autant de fois que possible , le reste sera 
moindre que ^'une des parties , et par conséquent pourra . 
toujours être rendu moindre que toute grandeur, donnée 5 
de- sorte qu'il existera un rapport conunensurable entre 
l'une quelconque des deux grandeurs , et une autre qui 
différera aussi peu qu'on voudra de la seconde. 

Cela posé ,' considérons deux grandeurs incommensu- 
rables; divisons l'une d'elles, par exemple la plus pe- 
tite, en parties égales dont le nombre croisse indéfini- 
ment; portons-les dans la plus grande et négligeons le 
reste : il en résultera une suite de rapports ou de nombres 
commcnsurables correspondants à la plus petite des gran- 
deurs et à d'autres grandeurs commcnsurables avec elle , 
et convergeant indéfinimrnl vers la seconde, qiû en est 
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la limite y dans le sens que mous avons attaché à ce mot. 
Concevons , en second lieu , deux autres grandeurs in- 
commensurables de même nature, maïs d'une espèce 
quelconque, et partageons successivement la plus petite 
dans le même nombre de parties égales que la plus pe- 
tite de la première espèce: on aura de même une nou- 
velle suite de rapports commensurables -, et si ceux qui 
correspondent de part et d'autre au même mode de di- 
vision de la plus petite sont toujours égaux , quelque loin 
qu'on pousse cette division, on dît que les deux pre- 
mières grandeurs incommensurables ont le même rapport 
que les deux autres. 

7. Mais pour qu'il y ait lieu de définir ainsi Tégalité des 
rapports incommensurables, il est nécessaire de démontrer 
que l'égalité des rapports commensurables respectifs est 
indépendante de la loi suivant laquelle les subdivisions 
décroissent indéfiniment; c'est-à-dire que si cette égalité 
a lieu pour une certaine loi , elle aura lieu pour toute 
autre. Cette proposition peut être démontrée comme 
il suit: 

Soient A et B deux grandeurs inconmiensurables d'une 
espèce quelconque , et A', B' deux autres grandeurs in- 
commensurables soit delà même espèce que les premières^ 
soit de toute autre ; admettons que si l'on subdivise A et A' 
en un même nombre def parties égales , qui croisse indé- 
finiment suivant une certaine loi déterminée , on trouve 
constamment le même nombre de ces parties contenues 
respectivement dans B et B': il s'agit de démontrer que si 
l'on partage A et A' en un même nombre quelconque m 
de parties égales , non renfermé dans la loi donnée, il se 
trouvera toujours un nombre égal de ces subdivisions res- 
pectives dans B et B'. 

En effet, -supposons qu'il y ait un nombre k de parties 
dans B, et un nombre différent par exemple, plus grand 
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dans B'. Alors K + i parties de la première espèce sur- 
passeront B d'une certaine quantité, que je désignerai 
par E5 tandis que K + i. parties delà seconde seront 
encore inférieures à B'. Cela posé, décomposons A eii 
parties égales moindres que E , et comprises daçs la loi 
donnée^ décomposons A' en un nombre égal de parties : 
d après l'hypothèse , il devra s'en trouver respectivement 
le même nombre dans B et dans B'. Mais il est évident 
qu'il y aura moins de parties plus petites que E dans B 
que dans B+E, ou dans K+ 1 des subdivisions en ques- 
tion^ et il y en aura autant dans ces K + i subdivisions, 
qu'il y aura de parties correspondantes dans les K + i 
subdivisions correspondantes de B*, qui sont encore infé- 
rieures à B'. Donc il y aurait dans B un nombre moindre 
de parties comprises dans la loi donnée , qu'il n'y aurait 
de leurs correspondantes dans B'; ce qui est contre l'hy- 
pothèse. Il est donc -impossible qu'en partageant A et A' 
en un même nombre de parties égales, ces parties ne soient 
pas respectivement comprises dans B et B' le même nom- 
bre entier de fois. 

8. Il est bon de remarquer que l'on n'exprimerait rien 
qui fût réellement contradictoire avec notre définition en 
disant , avec beaucoup de géomètres , que le rapport de 
deux quantités incommensurables est la limite des rap- 
ports commensurables de l'une d'elles et d'une quan- 

' tité variable ayant la seconde pour limite. Mais il n'est 
pas permis de donner celte définition des rapports incom- 
mensurables, parce qu'elle supposerait qu'il existe un 
nombre limite, tandis qu'au contraire il est certain qu'il 
n'en existe pas, si l'on ne donne pas de l'extension au 
sens du mot nombre. 

9. Tout cela posé , lorsque nous dirons qu'une équation 
a lieu entre des nombres incommensurables, nous enten- 
drons que cette équation a lien entre des nombres com- 
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mensurables qui expriment des quantités variables, qui 
convergent vers des quantités fixes qui n'ont pas de com- 
mune mesure avec l'unité , et qui sont représentées par 
ces nombres incommensurables. D'où il résulte que la 
démonstration se fera comme si Ton regardait les nombres 
incommensurables comme limites de nombres commen- ,' 
surables, .et rentre, quant à la forme, dans la méthode / 
des limites. 

10. On peut arriver à l'idée des nombres incommen- 
surables autrement qu'en comparant deux grandeurs qui 
n'ont pas de mesure commune , et par des considérations 
purement arithmétiques, comme par exemple celle des ra- 
cines /des logarithmes, etc. Dans ces cas, on trouve des 
nombres commensurables qui satisfont à des conditions de 
plus en plus voisines des proposées , et qui , en prenant 
une unité quelconque, représenteraient des quantités con- 
crètes tendant vers des limites déterminées. Une équation 
entre ces nombres incommensurables sera toujours enten- 
due dans le sens que nous avons expliqué précédemment. 

De r infini . 

H . Le mot infini est employé pour exprimer l'absence 
de limite, de borne quelconque: c'est ainsi que* l'espace 
et le temps sont dits infinis. Cette idée exclut évideiîi- 
ment celle de toute comparaison sous le rapport de la 
grandeur. Néanmoins, pour abréger le discours, on parle 
souvent de quantités infinies, on les soumet aux mêmes 
opérations que les quantités finies , et il est très-impor- 
tant de ne pas se méprendre sur la manière dont ce lan- 
gage doit être entendu. 

Ces quantités dites infinies ne peuvent se présenter 
que de deux manières : ou comme solutions, ou comme 
données d'une question. 

L'infini peut se présenter comme solution lorsque, 
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pour déterminer certaines quantités, on les regarde 
comme dépendantes d'une autre; et que dans le cas par- 
ticulier que Ton a en vue, cette dernière n'existe plus, 
tandis que pour des cas très-voisins elle aurait des valeurs 
qui pourraientdépasser toute grandeur assignée. Ainsi , 
par exemple , pour déterminer un angle, on peut, en gé- 
nérât, prendre pour inconnue sa tangente trigonomé- 
trique; mais il faut excepter le cas particulier de Tanglc 
droit. Les équations qui donneront la valeur de cette 
tangente devront conduire à une expression qui croîtra 
indéfiniment, à mesure que les données se rapprocheront 
de celles qui conduiraient pour solution à Tangle droit. 
Dans ce dernier cas, l'expression ne doit plus rien repré- 
senter, et apprendra par cela même que la question se 
rapporte à ce cas particulier. I.a forme qu'elle prendra 
alors est celle d'un nombre fini , divisé par zéro. On dît 
alors que la valeur de l'inconnue est infinie, et que 
l'angle correspondant est droit ; de sorte que la question 
proposée est possible, et sa solution est déterminée. Mais 
si la quantité ^ont la valeur générale' se présente dans un- 
cas particulier sous la forme illusoire d'un nombre divisé 
par zéro n'est pas une inconnue auxiliaire, mais bien 
celle que Ton voulait déterminer, il est clair que la ques- 
ti<m proposée était absurde. 

L'infini, peut encore se présenter autrement que comme 
solution d'équations ; dans des cas- particuliers ; il peut se 
trouver dans les données mêmes de la question. On peut 
se proposer de trouver la limite du rapport de la diffé- 
rence, ou de toute autre fonction de quantités dépen-^ 
dan tes lès unes des autres, et croissant sans limites. Dans 
tous les cas de ce genre, on dit quelquefois que cette 
limite est le rapport, ou la différence, ou la fonction 
quelconque de ces quantités infinies*, mais il n'y aurait 
aucun sens à attribuer à la comparaison des deux infinis, 
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puisque , comme je Tai' déjà dit, Finfini ne signifie pas une 
grandeur, mais l'absence de limites : ainsi ^ si Ton mène 
dans un plan des parallèles équidistantes , il est absurde 
de dire que les espaces infinis renfermés entre les paral- 
lèles consécutives sont égaux. Mais si Ton cherche les rap- 
ports de ces espaces croissant indéfiniment, on peut bien 

.se demander quelles sont leurs limites, et Ton trouve 
alors un résultat complètement indéterminé y car on peut 
faire croître indéfiniment les longueurs de deux de ces 
bandes en établissant entre elles une relation arbitraire; 
et l'on ne trouverait le rapport de ces bandes infinies égal 

* à runité.que dans des cas très-particuliers. 

Rien ne serait plus facile , sans doute , que d'employer 
un langage entièrement exact pour exprimer ces idées , 
qui n'ont rien que de trè3-simple, et l'on éviterait ainsi 
l'inconvénient d'en laisser prendre souvent de fausses, 
qu'il est ensuite bien difficile de détruire. Le langage 
n'est pas d'ailleurs beaucoup simplifié, comme on le voit, 
par cette manière inexacte de rendre des idées très-claires 
par elles-mêmes; mais, comme elle est souvent employée, 
je n'aî pu me dispenser de préciser comment elle doit être 
entendue. 

Des quantités infiniment petites. Comment elles 

s'introduisent dans le calcul. ' 

12. Les quantités que l'on a pour objet de déterminer /2/^^^^ ^ ^' 
peuvent être considérées de diverses manières comme /O % , 

limites de quantités variables d'une espèce plus simple. ' 
Toutes ces manières se réduisent presque exclusivement 
aux trois suivantes ': 

i*^. La quantité proposée peut être considérée comme 
limite d'une somme de quantités qui tendent indéfiniment 
vers zéro , et dont le nombre augmente indéfiniment ; ou , 
encore, comme fonction de pareilles limites; 
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a**. On peut la considérer comme limite du rapport de 
deux quantités qui tendent simultanément vers zéro, ou 
comme fonction quelconque de limites de cette espèce et 
de la précédente ; 

3^. Enfin, on peut la considérer comme limite d'une 
^ornme de quantités invariables, dont le nombre augmente 
indéfiniment, et qui décroissent successivement en ten- 
dant vers la limite zéro. 

Ce dernier point de vue se rapporte au développement 
en séries. Les deux autres constituent ce que Ton appelle 
le calcul infinitésimal, qui est Tobjet principal que nous 
avons en vue. 

13. Toute quantité variable qui a pour limite zéro se 
nomme une quantité infiniment petite, ou simplement 
un infiniment petit. 

Les calculs relatifs à ces quantités peuvent être beau- 
coup simplifiés à Taide des théorèmes suivants : 

Premier théorème. — La limite du rapport de deux 
quantités infiniment petites n'est pas changée quand on 
remplace ces quantités par d'autres, qui ne leur sont pas 
égales, mais dont les rapports auec elles ont respecti- 
vement pour limites l'unité. 
Soient, en effet, a et 6 deux quantités infiniment pe- 

a 
a' 

m 

et de 2f soient égales à Tunité, et que, par suite, les limites 

P 

des rapports inverses — ? —■ soient aussi égales à.rùnité j 
on aura identiquement 

a a' p' a 

Les limites de quantités. égales étant égales , «t la limite 



tites ; a' et 6' d'autres quantités, telles que les limites de — 



i 



PRÉMIÈaK PARTIE. . l^ 

d'uq produit étant le produit des limites, on tirera de 
cette identité, en désignant les limites par Tabrévia- 
tion/iVn, 



a .. a' 



ce qu'il fallait démontrer. 

H. On peut énoncer le même théorème d'une autre 
manière , au moyen de la proposition suivante : 



que le rapport 
de cette différence à l'une quelconque de ces quantités a 
pour limite zéro» 

' Et réciproquement : Si la différence de deux quantités 
est infiniment petite par rapport à l'une d'elles, la limite 
de leur rapport est V unité. 

Soient, en effet, a et a' deux quantités quelconques, et 
d}evLT différence; on aura 

a' = a-l- (î, d'où I = ~dt — • / 

a a 

a § 

Donc^ si la limite de -; est l'unité, celle de -- est zéro, 

et réciproquement. 

Si Ton avait divisé par a au lieu de a', on aurait prouvé 

que _ a pour limite zéro -, et d'ailleurs il est évident que d 

étant la différence de a et a' est contenue dans le plus 
grand une fois de plus que dans l'autre , et que , par consé- 
quent, les rapports -; -7 sont en même temps infiniment 

petits. 

On pourra donc énoncer le premier théorème de cette 

autre manière : 

La limite du rapport de deux infiniment petits n'est 
pas changée, quand on les remplace respectivement par 
2* édit, . 1 
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(ï autres qui en diffèrent de quantités infiniment petites 
par rappoit à eux. 

11 est essentiel d'observer que pour que le rapport de 
deux infiniment petits ait une limite, il est nécessaire 
qu'ils dépendent l'un de Tautre , ou qu'ils soient tous deux 
dépendants d'une même variable : sans cela le rapport se- 
rait indéterminé , et par conséquent ne saurait avoir de 
limite déterminée. 

Quoique nous ayons principalement en vue d'appli- 
quer les propositions précédentes aux quantités infini- 
ment petites , il n'est pas inutile d'observer qu'elles ont 
également lieu pour des quantités finies, et même pour 
des quantités indéfiniment croissantes. Les démonstra-, 
lions que nous avons données sont indépendantes de 
Tordre des grandeurs. 

15. Deuxième théorème. — La limite de la somme de 
quantités positivées infiniment petites^ dont le nombre 
augmente indéfiniment , n'est pai changée ^ quand on 
remplace ces quantités par d'autres dont les rapports 
ai^ec elles ont respectivement pour limites l'unité. 

Soient, en effet, les infiniment petits 

dont le nombre augmente indéfiniment, et 

d'autres infiniment petits , tels que les rapports 

«1 «2 as a» 

p. p. h h 

aient tous pour limite l'unité. 
La fraction 

ai H- aa ■+- aa ■ « ■ -f- « w 
Pi -i- P? 4- Pj • • • + Pm 

sera intermédiaire entre la plus petite et la plus grande des 
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précédentes; elle aura donc, comme elles, l'uni té pour 
limite. Donc les limites des sommes ^i -h «g 4- . . . -+- <ar et 
/3i -h/Ba... 4- /3,„ sont égales 5 ce quil fallait démontrer. 

Si lune des deux sommes était constante, la limite de 
l'autre serait égale à cette constante, puisque la limite 
de leur rapport est Funité. 

Il est inutile de dire que ce théorème, de même que le 
premier, peut être énoncé d'une seconde manière. 

16. Le grand avantage que Ton retire de ces théorèmes 
consiste en ce qu'ils permettent souvent de négliger, dans 
les quantités infiniment petites , la partie qui en rend la 
comparaison et le cdcul difficiles. Il suffit toujours que 
cette partie soit infiniment petite relativement à la quan- 
tité elleymème, et il n'en résulte aucune erreur dans les 
résultats où Ton n'a en vue que les limites des rapports 
ou des sommes de ces quantités infiniment petites. 

Les infiniment petits que l'on considère presque uni- 
quement sont les accroissements de quantités variables 
indépendantes, et des fonctionis de ces variables. Les 
accroissements finis ou indéfiniment petits donnés à des 
variables se désignent souvent par le nom de différences 
finies ou infiniment petites de ces variables. 

Quoique les quantités que l'on a en vue de calculer 
au moyen des infiniment petits soient ordinairement des 
limites de sommes ou de rapports, néanmoins il arrive 
quelquefois que ce soit un infiniment petit même que 
la question exige que l'on détermine, non en gran- 
deur puisqu'il est variable , mais en signe : cette ques- 
tion se ramène, au reste, immédiatement à une limite 
de rapport. 

Divers ordres d infiniment petits. 

17. Si l'on considère plusieurs infiniment petits, dé- 
pendants les uns des autres, de telle sorte que l'uisétant 
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déterminé^ tous les autres le soient, et que Ton en prenne 
un en particulier pour y rapporter tous les autres, on 
appellera infiniment petits du premier ordre ceux dont 
les rapports avec celui-là auront des limites finies ; infi- 
niment petits du second ordre ceux dont les rapports 
avec le même infiniment petit principal seront des infini- 
ment petits du premier ordre; et en général infiniment 
petit de l'ordre n celui dont le rapport, avec Tinfiniment 
petit principal sera un infiniment petit de l'ordre n — i . 

Lorsque Ton veut exprimer seulement que le rapport 
d'un infiniment petit à un autre a pour limite zéro , on dit 
que le premier est infiniment petit par rapport au second. 

Cela posé , il est très-facile d'exprimer, au moyen de 
Tinfiniment petit principal, ceux de tous les ordres diffé- 
rents. En effet, désignons le premier par a, et par jS un 
infiniment petit du premier ordre dont la limite du rap- 
port avec a soit K 5 on aura 

ê = K -f. w, 
a 

&) tendant vers zéro en même temps que a. 

L'expression de tout infiniment petit du premier ordre 
sera donc de la forme 

a(K -4- w), 

6) étant infiniment petit, et K fini. 

Soit maintenant y un infiniment petit du second ordre , 

le rapport - devant être du premier ordre; on aura 



7 ^ 



a 



a(K 4- w); 



et, par conséquent, la forme de tout infiniment petit du 
second ordre sera 

• a' (K -f. 03). 
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Eu continuant ainsi , il est facile de voir que la forme 
générale des infiniment petits de Tordre n est 

it'»(K -\- w), 

K étant fini, et co infiniment petit. 

Mais il y a souvent lieu de considérer des infiniment 
petits dont le rapport avec une puissance fractionnaire 
de ex a une limite finie ^ et Ton est convenu d'appeler 

* infiniment petit de l'ordre - celui dont le rapport avec 

o? à une limite finie : la formule qui représentera les 
quantités de cet ordre sera donc 

p 

C'est aussi dans le même sens qu'il faut entendre les 
ordres d'infiniment grands. Deux quantités de ce genre, 
c'est-à-dire croissant indéfiniment, sont dites du même 
ordre quand la limite de leur rapport est finie : Tune-esl 
infiniment petite par rapport à l'autre quand la limite de 
son rapport à cette autre est zéro ; et l'on dira générale- 
•ment que l'une d'elles est de l'ordre /* relativement n 
l'autre, quand son rapport à la puissance 77'*"'" de l'autre 
aura une limite finie. 

Rapports différentiels. Dérivées, 

18. Les fonctions continues d'une seule variable jouis- 
sent de la propriété importante , que leurs accroissements 
infiniment petits sont, en général , du même ordre que les 
accroissements correspondants de la variable dont elles 
dépendent. 

Pour s'en assurer, on observera d'abord que si le rap- 
port de raccroissemenl unique et déterminé de la fonc- 
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tîoii , à raecroissement correspondant de la varkbie , ne 
tend pas vers une limite finie, il tendra vers zéro, ou 
croîtra sans limite-, que si l'un ou l'autre de ces deux der- 
niers cas n'a lieu que pour certaines valeurs particulières 
de la variable, le rapport a, en général, une limite finie, 
comme on voulait le démontrer ; et cpie s'il en est au- 
trement, il faudra que, dans une certaine étendue de la 
variable , le rapport tende vers zéro pour toute valeur de 
cette variable, ou croisse sans limite pour toutes. ces . 
mêmes valeurs: car on ne peut admettre que ces deux 
cas se succèdent sans intervalle 5 cela n'aUrait aucun $ens. 
Il reste donc à démontrer qu'il n'est pas possible que le 
rapport tende constamment vers zéro, oif croisse con- 
stamment sans limite entre deux valeurs déterminées de 
la variable .•Et même on voit qu'il suffît d'examiner le 
premier cas , et que le second y est renfermé 5 car, si le 
rapport de deux quantités prises dans un certain ordre 
croît indéfiniment, le rapport des mêmes quantités, prises 
en ordre inverse , tendra vers zéro. 

Il suffit donc de démontrer que lorsque deux variables 
jr, y dépendent l'une de l'autre, le rapport de l'acéroîsse- 
ment infiniment petit à^y à celui de x ne peut avoir pour 
limite zéro , pour toutes les valeurs de x comprises entre 
deux valeurs déterminées aelb. 

Supposons, en effet, qu'il en soit ainsi, et partageons 
une portion quelconque â de l'intervalle b — a en parties 
égales, dont nous désignerons la valeur par a, et qûo 
nous pourrons supposer aussi petites que nous le vou- 
drons. Tous les rapports obtenus successivement en divi- 
sant par a les différences entre les valeurs consécutives 
dey, correspondantes à des valeurs de x qui diffèrent 
de a, seront aussi près de zéro que l'on voudra, d'après 
l'hypothèse. Si maintenant on ajoute , d'une part, les pre- 
miers termes de ces rapports, et, d'une autre, les seconds^ 
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le rapport de ces deux sommes sera compi'is eulre Iv 
plus petit et le plus grand des premiers, et par consé- 
quent peut être démontré moindre que toute grandeur 
donnée. 

Ainsi', la différence invariable des deux valeurs de y 
correspondantes aux deux valeurs déterminées de x, dont 
la différence est cî, est telle , que son rapport à d peut être 
démontré plus petit que toute quantité donnée: il est 
donc nul, et par conséquent j^ serait constant pour toutes 
les valeurs de x comprises entre a et i, et, par suite, ne 
serait pas fonction de x. 

Donc, enfin, sijr est fonction de j:, la limite du rap- 
port de l'accroissement de j à celui de x ne peut être con- 
stamment nulle entre deux valeurs déterminées de x, 11 
ne peut donc non plus être constamment infini , et par 
conséquent l'un ou l'autre de ces cas ne pourra arriver 
que pour des valeurs particulières de x\ 

Cette limite déterminée, dont la valeur change, en gé- 
néral , avec x pour la même fonction , est elle-même une 
fonction de x, que Ton appelle la. fonction dérivée, ou 
simplement la dérivée de la première par rapport à x ; 
ou, encore, son coefficient différentiel ^âv raifpovi k x. 
Nous lui donnerons aussi le nom de rapport différentiel 
dey à X. 

19. Nous venons de démontrer que si la dérivée d'une 
quantité par rapport à x est nulle quel que soit x, cette 
quantité est nécessairement constante, ou, en d'autres 
termes , indépendante de x, 11 suit de là que deux fonc- 
tions de X qui ont leur dérivée identique ne peuvent diffé- 
rer que d'une quantité ayant pour dérivée zéro, et par 
conséquent indépendante dcx. D'où résulte cette propo- 
sition importante : 

On connaîtra la Jonction la plus générale ajant 
pour dériyéc une fonction donnée, si Von trouve une 
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fonction particulière qm satisfasse à cette condition, et 
qu*on lui ajoute une constante arbitraire, 

20» Ou a trouvé eammode de représenter des limites.des 
rapports par des rapports exacts , et on a donné le nom de 
différentielles des variables à des quantités ayant entre 
elles des rapports égaux aux limites des rapports des ac- 
croissements ou différences de ces variables. Les difleren- 
lielles ne sont donc pas entièrement déterminées 5 on peut 
prendre Tune d'elles arbitrairement : leurs rapports seuls 
sont déterminés. 

La différentielle d'une fonction de x n'est donc autre 
chose que le produit de sa dérivée par rapport à x par 
la différentielle de x ; et c'est se proposer le même pro- 
blème, que de chercher la dérivée ou la différentielle 
d'une fonction d'ime seule variable. 

21 . Nous ferons ici une reniarque qui nous sera sou- 
vent utile. Soient jr, j-, z, m, v», etc., un nombre quel- 
conque de variables , dépendantes d'une seule^ a, i, c, rf, 
e, etc., leurs accroissements correspondants, supposés 
infiniment petits 5 a, 6, y, (î, 6, etc., des quantités dont 
la première soit arbitraire, et toutes les autres choisies 
de manière que le rapport de deux consécutives quel- 
conques soit égal à la limite du rapport des accroissements 
correspondants. Il s'ensuivra nécessairement que le rap- 
port de deux quelconques de ces quantités , non consécu- 
tives, sera égal à la limite du rapport des accroissements 

fi c 

correspondants : ainsi par exemple - sera la limite de j- 

En effet, en passant par les intermédiaires entre v et j^. 
on posera l'identité 

c e d c 
b d c b 



Or le second membre a pour limite le produit des limite» 
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de ses facteurs, c'est-à-dîre i»- • s> ou -• Le premier 

0766 ^ 

membre devant avoir la même limite , il s'ensuit , comme 
nous l'avions avancé, que s est la limite de y* 

Notations diverses. 

22. L'accroissement d'une variable s'exprime au moyen 
de la caractéristique A que Ton place devant cette va- 
riable. La différentielle s'exprime de même par la carac- 
téristique d. Ainsi Ar, Ay^ Az^ etc. , sont les différences 
des variables x^ y^ Z] et <ir, ^, dz^ etc. , sont leurs diffé- 
rentielles. 

La dérivée par rapport à x d'une fonction désignée par 

F (x) ou par y pourra donc être exprimée par — ou 

— ~— ^. C'est la notation de Leibnitz: et elle n'est autre 

Ar AF (x) 

chose que lim — ou lim — — > lorsque Ax tend vers 

zéro. Dans le système de notations de Lagrange, on la re- 
présente par F' (x) ouj^', en accentuant la fonction dont 
on veut exprimer la dérivée. 

Lorsque Axest infiniment petit, c'est-à-dirè tend vers 
zéro , on a 

A V 

a étant infiniment petit, puisque •— a pour limite F' (x) ] 
il en résulte 

A/ = F \x) Aj: -h aAA. 

Donc Ay ne diffère de F' {x) Ax que d'une quantité infi- 
niment petite par rapport à Ay même. Si donc on prend 
la quantité arbitraire dx égale à Ax^ les deux quantités 
Ay et dy ne différeront que d'une quantité infiniment pe- 
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tite par rapport à elles-mêmes, et pourront être substituées 
l'une à l'autre quand il ne s'agira que de limites dé rap-; 
ports ou de sommes. Ainsi dy pourra être pris pour la 
différence infiniment petite de 7-, correspondante à la 
différence infiniment petite dlr; et c'est de là qu'est venue 
la dénomination de différentielle. 

L'équation précédente démontre que ùy finit par être 
constamment de même signe que F' (x) £^X'^ donc ùkj et 
ÙlX sont de même signe quand F' (x) est positif, et de 
signes contraires quand F' [x) est négatif^ d^où se déduit 
cette importante proposition : 

Une Jonction vaiie dans le même sens que la va- 
riable dont elle dépend ^ lorsque sa dérivée est positivée y 
\ et en sens contraire quand sa dériyée est négatii^e. 

23. La dérivée d*une fonction de x étant elle-même , en 
général , une fonction , on peut prendre sa dérivée , que 
l'on appelle la seconde dérivée de la première, et que Ton 
représente par F''(j:). La dérivée de cette nouvelle fonc- 
tion est appelée la troisième dérivée de F (x) et se repré- 
sente par F^^^{x)] et généralement la /*'''"' dérivée sera 
désignée par F" (jt). 

On nomme diff'érentiation ropéralioii qui a pour objel 
de trouver la différentielle d'une fonction , et dénv^ation 
celle qui a pour objet d'en trouver la dérivée : néanmoins 
la première expression s'emploie souvent pour désigner la 
seconde opération. Ces deux questions n'en font qu'une, 
comme nous l'avons dit précédemment. 

Des fonctions simples, des fonctions de fondions 
et des fonctions composées. 

24. La manière dont une quantité peut dépendre d'une 
autre est susceptible d'une variété indéfinie. Parmi toutes 
les formes possibles de fonctions , on en a choisi un cer- 
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tain nombi'e très-limité^ auxquelles ou est convenu de 
chercher à ramener toutes les autres. Elles sont telles que, 
soit par les premières opérations de l'arithmétique , soit 
au moyen de Tables construites d'avance , on peut , avec 
un degré suffisant d'approximation , obtenir leurs valeurs 
• correspondantes à des valeurs numériques quelconques 
de la variable dont elles dépendent. 

Ces fonctions , que Ton désigne sous le nom de fonc- 
tions simples, sont les suivantes, dans lesquelles a désigne 
une quantité indépendante de la variable x : 

a -H x, a — a:, ax^ -j x"*(m étant un nombre réel quel- 

conque), a', sino:, cosj:, tango:, cotor, sécx, cosécx; . 
et les fonctions inverses log x, arc sin x, arc cos x^ arc 
tangjr, arc cotor, arc sécj:, arc coséc jt. 

Une fonction quelconque de x peut être soumise aux 
opérations qui constituent une nouvelle fonction 5 on a 
alors une fonction d'une fonction de x. En la considérant 
elle-même comme une variable, on peut encore la sou- 
mettre aux opérations qui constituent une nouvelle fonc- 
tion, et ainsi de suite. Les fonctions obtenues de cette 
manière se nomment , en général , des Jonctions fie fonc- 
tions. 

Lorsqu'une fonction dépend de plusieurs fonctions 
de x^ on la nomme une fonction composée de x, et c'est 
le cas le plus général des fonctions explicites. 

25. Dans tous les cas, lorsque deux fonctions, renfer- 
mant un nombre quelconque de variables dépendantes, 
d'une seule, sont toujours égales , quelque valeur qu'on 
donne à cette variable, il esl clair que leurs accroisse- 
ments correspondants sont toujours égaux, et que, par 
conséquent, leurs dérivées le sont aussi, ainsi que leurs 
différentielles. 

D'où il résulte que, quand une équation a lieu pour 
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toute valeur de la variable indépendante , les dérii^ées 
ou les différentielles de ses deux membres sont égales, 
quelque valeur que Von donne à cette variable. 

Nous allons faire connaître les principes au moyen des- 
quels la détermination des diflerentielles ou des dérivées 
de toutes ces fonctions se ramène à celle des différentielles • 
ou des dérivées des fonctions simples. 

Différentiation des fonctions de fonctions. 

26. Considérons une fonction u de x, déterminée par • 
la suite d'équations 

« = F(«), z=/{x)y r=?W. 
et cherchons sa dérivée par rapport à x^ ou la limite du 
rapport — , dont les deux termes tendent vers zéro. Soient 
toujours 

du y dzy dy ^ dx 

* 

des quantités telles , que le rapport de deux consécutives 
soit la limite du rapport des accroissements correspon- 
dants 

A«, Az, A/, Ax. • 

D'après ce que nous avons vu, dans le n^ 21 , le rapport 
de deux quelconques des quantités dx^ dj^ etc., par 
exemple du et dx^ sera la limite du rapport de leurs cor- 
respondantes Az/, ùx^ et par conséquent la dérivée de u 
par rapport à x. Or on a identiquement 

du du dz df 
dx dz dy dx 

Donc la déris^ée de u par rapport à x est le produit 
des dérivées de u par 7 apport à z ^ de z par rapport hy^ 
et de y par rapport a x 
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C'est en cela que consiste le principe delà differemia- 
lion des fonctions de fonctions. Il a lieu évidemment, 
quel que soit le nombre des fonctions accumulées 5 et il 
ramène à la simple différentiation de chacune de ces fonc- 
tions, considérée isolément. 

Différentiation des fonctions inverses. 

27. Il est très-facile de différentier la fonction inverse 
d'une fonction que l'on sait différentier. Soit proposée la 
fonction F [x) dont l'inverse est <p [x) ; cela signifie que si 
l'on pose * 

y = F(x), 

on aura 

^" = ?(r)- 

Ces deux équations sont les mêmes sous une forme diffé- 
rente , et donneront les mêmes accroissements correspon- 
dants pour X eiy. Soient dx^ dj des quantités ayant pour 
rapport la limite du rapport des accroissements Ax, ùky\ 
la dernière équation donnera 



d'où 



c'est-à-dire 



dx 


?'(/). 


dx 


I 



F'W = -TO=r7' 



d'où il résulte que, pour avoir la dérivée d'une fonction 
F (pc) inverse de la fonction (p (pê) , il suffira de prendre la 
réciproque de la dérivée 9' (j:) et d'y remplacer x par la 
fonction proposée F (.r) . 
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Expression de t accroissement infiniment petit d'une 
fonction de plusieurs variables dépendantes ou indé- 
pendantes. 

28. Considérons une fonction r qui dépende de deux 
variables u , ^, et soit 

Si Ton donne à m et i^ des accroissements infiniment petits 
^u^ Ai^ dépendants ou indépendants l'un de l'autre, sui- 
vant que u et i' le seront eux-mêmes , Faccroissement cor- 
respondant de y sera 

ÙLf z= F(a.-h A«, P -H Ap) — F {u , c) 
et pourra se mettre sous la forme 

Aj=r F(tt -f--A«, f) — F(a,p) -f-F(a 4- Aa,P -4- Av) — F(«-4-A//., i'). 

Les deux premiers termes peuvent s'écrire ainsi : 

F(i£-j-Aa, if) — ¥{u, p) 



Au 



Au, 



Le coefficient de Aune diffère que d'une quantité infini- 
ment petite, de la dérivée de F (m , i^) par rapport à m, 
i> étant considéré comme constant. Soit F, («, p») cette dé- 
rivée , que l'on appelle dériv^ée partielle de F (w , p) ou 
dey par rapport k w^ l'expression précédente pourra se 
mettre sous la forme 

[F,(«,p) + a]A«, 

a désignant une quantité qui devient nulle avec A?*. 
La seconde partie peut se mettre sous la forme 

F(tt-4-AM, c'4-Ap) — F(«-HA//,p) 

_ Af>, 
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et le coefficient de A^» ne différera de la dérivée de 
F (m -4- Ali , i^) par rapport à i^ considéré comme seule 
variable, que d'une quantité S qui deviendra nulle avec 
Ai^. Soit Fj (m, i^) la dérivée partielle de F (m, f^) par rap- 
port à f^; on pourra donc mettre la seconde partie de dy 
sous la forme 

Mais F, (u -h Am, j^) ne diflère de Fj (m, i^) que d'une 
quantité qui deviendra nulle avec Au-, l'ajoutant avec j3, 
et en désignant leur somme par a', la seconde partie de 
Aj aura pour valeur 

et par conséquent , en réunissant les deux parties de A)', 
A/ = [F, (w, v) -h a] ^u •+. [F,{«, p) -i- a'] Ap. 

Or a^u^ étant infiniment petit par rapport à la première 
partie, l'est par rapport à Ay lui-même; et il en est de 
même de a'Af^, soit que Au et Ai" soient dépendants ou 
indépendants l'un de l'autre. Donc, en désignant p^r w 
une quantité infiniment petite par rapport à A)', on aura 

Aj = F, (w , p) Aa -H Fa (// , p) A(' -h 0). 

On représente les dérivées partielles Fj (m, ^^j, Fj(m, r) 

par — ^,-^-^' — b ' ou -r-j -r-; mais u tant «len se 

* du ctv du dv 

rappeler que ces deux dj sont différents et représentent les 

différentielles dey relatives* à la variation d'une seule des 

quantités m, s^\ on les nomme les différentielles partielles 

àey par rapport à u ou à f^. Euler avait proposé d'écrire 

ainsi ces dérivées partielles • ( ;7- ) ? ( y- ) • On a supprimé, 

depuis, ces parenthèses, parce qu'avec un peu d'attention , 
toute méprise est impossible. L'équation précédente s'é- 
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crira alors de cette manière: 

dy dy 

Aj = --- Aa -h ~- Ai' + w ; 
du dp 

*- • ^ * et il est bon de se rappeler que o) se compose d'abord 

d'une partie qui , divisée par Au , devient encore nulle 
quand on y fait Au = o, et d'une autre partie qui , après 
avoir été divisée par Am, contient des termes qui de- 
viennent nuls, les uns quand on y fait Au = o, et les 
autres quand on y fait ùkV = o. 

On aurait des résultats analogues pour un nombre 
quelconque de variables u, v^ etc., soit entièrement indé- 
pendantes , soit dépendantes les unes des autres , ou d*au- 
très variables quelconques. 

Différentiation des fonctions composées. 

29. Soient 

X = ¥{u, P, w..,) 
et 

y sera alors une fonction composée , relativement à x. 

Pour avoir sa dérivée, on remarquera que, d'après ce 
qui précède, on a, en supposant les accroissements infi- 
niment petits, 

dy dy dr 

' Ar=-f Aa-f-~-AP4--f AM^-f-.-.-hw, 
du dv dw 

(ù étant infiniment petit par rapport à Ajr^ ou à une autre 
quelconque des différences. 

Divisetnt par Ar et passant aux limites, on obtient 

dy dy du dy dv dy dw 

dx du dx dv dx liw dx * * * ' • 

expression dans laquelle il ne faut pas oublier que 
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-r-> ~î -7- sont les dérivées partielles de la fonction r. 
da dp div * '^ 

Si j: entrait explicitement dans F (m, j^, w. ..), par 
exemple si m n'était autre chose que x, -^ deviendrait 

-^ et serait la dérivée partielle de la fonction par rapport 

kx\ tandis que le -^ du premier membre est la dérivée 

totale de la fonction dans laquelle on fait varier toutes les 
quantités dépendantes de x. On ne se méprendra jamais 
sur le sens de ces nottations: c'était pour éviter toute 
crainte à ce sujet , qu'Eukr avait proposé , comme nous 
l'avons dit , de mettre entre deux parenthèses les dérivées 
partielles^ mais on a renoncé à cette précaution. 

L'équation ci-dessus donne, en multipliant les deux 
membres par dx^ 

dY—-r-du-^-^dv -f-S^ da'-\-, , . , 
du dv dw 

On peut donc énoncer ainsi le principe de la diiïerentia- 
tion des fonctions composées : 

La d^érentielle d'une fonction composée est égale à 
la somme de ses différentielles partielles y relatives à 
chacune des variables qui y entrent explicitement. 

Quant aux diflférentielles du^ dv^ etc., de ces dernières, 
elles se rapportent toutes à la diiFérenti^Ue dx de la va- 
riable unique dont elles dépendent. 

30. Théorème des fonctions homogènes, — La diffé- 
rentiation des fonctions composées donne la démonstra- 
tion d'un théorème remarquable sur les fonctions homo- 
gènes. On dit qu'une fonction de plusieurs variables est 
homogène et du degré m , lorsqu'en multipliant chaque 
variable par une indéterminée t, la fonction se trouve 
multipliée part'". 

2* édit. 3 



34 COURS D* ANALYSE. 

Cela posé , soient m = F (or, j-, z. . .) une fonction homo- 
gène du degré w , et (p(x, j-, ^...),i|;(a:, j, 5?...) ses dé- 
rivées partielles par rapport à x, y^ etc. ^ on aura, d'après 
la définition précédente , 

(i) F(a', <r, tz, . .) = ^'"F(x, y, z). 

Différentiant les deux membres par rapport à la variable t 
seulement , il vient 

ff[tXjtjrytz, . ,)x-^-^{tx^ty^tz. . •)y-\'- • . = /w^'"~"'F(a:, j, z); 

faisant ^ = i dans cette identité, on aura la suivante : 

, . du du du 

C'est en cela que consiste le théorème des fonctions ho- 
mogènes. 

On peut remarquer que si , dans l'identité ( i) , on sup- 
I 



pose t = -5 on obtient 



• I • 



¥(xy y, g-O ^ p/^ J ^, 
x^ \ ^ x"^ X 

Ainsi une fonction homogène de degré m , divisée par la 
puissance m d'une des variables , ne dépend plus que des 
rapports des autres variables à la première. 

Différentielle d'une somme , d'un produit , ou d'un 

quotient. 

31 . La règle précédente , appliquée à une somme de 
termes, montre que la différentielle d'une pareille fonc- 
tion est la somme des différentielles de chacun de ses 
termes, ce qui était d'ailleurs évident de soi-même. 

Si Ton suppose maintenant j = mp'iv..., la même règle 
donnera, en observant qu'en général d[AF {x)']=AdF(x)j 
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si Â est un coefficient constant , 

dy :=^ vw, , .du ~\- uw ... dv -\- u,v, , , dw -{-.,., 



OU 



, du dv dw . 

rfr = tfpw. . . ( 1 1 h... )•••• 

u V w 



...) 



Soit encore j^ = -> d'où vj = u. En prenant les difFéren- 



u 

V 

tielles des deux membres , on aura 



ydn> H- i>dy ■=. du, 
d'où 

du rdv du udv 

df = 'L-= -.; 

V i> V p' 

ce que l'on peut écrire ainsi : 

vdu — udp 



dy = 



p2 



Comment la différentiation de toute fonction explicite 
se ramène à celle des fonctions simples, 

32. Considérons maintenant une fonction explicite 
quelconque de x : elle indique une suite d'opérations à 
effectuer, dès que l'on aura choisi arbitrairement une va- 
leur numérique pour x. Celle de ces opérations qui doit 
se faire la dernière, et dont le résultat est la valeur de la 
fonction, porte soit sur une seule, soit sur deux quan- 
tités variables avec X] dans ce dernier cas la différentielle 
de cette fonction se ramène , par le théorème des fonctions 
composées, au cas où une seule des deux quantités serait 
variable, et alors -on n'a plus à considérer qu'une fonction 
simple. Si donc on savait trouver les différentielles de 
toutes les fonctions simples , on saurait trouver celle de la 
fonction proposée, au moyen des différentielles des quan- 

3. 
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lités sur lesquelles doit s'exécuter la dernière opération . 
La question est donc ramenée à déterminer ces différen- 
tielles, qui sont celles de fonctions moins compliquées 
que la proposée, et qui se ramèneront semhlablement à 
d'autres fonctions encore moins compliquées , jusqu'à ce 
que l'on parvienne à des fonctions simples. 

Tout se réduit donc à la différentiation de ce^ der- 
nières , et c'est de quoi nous allons nous occuper présen- 
tement. 

Différentiation des fonctions simples. 

33. Différentielle de log x, — Soit j^ = log x ; ce loga- 
rithme étant pris dans une base quelconque a, on aura 

A/ = log (a* -f-Ax) — log:ir = log( I H j, 

et , par suite , 

Posons — == a , et substituons dans le second membre, il 
vient 

Aa' eue X ^ 



Or on sait que (i -f- a)" tend vers la base e du système de 
Néper, lorsque a tend vers zéro (voir la note I à la fin). 

Donc la limite de — est — ^« 

Ao: X 

On peut donc écrire 

-f = -^? ou dy =z -2_ ^r. 
dx X X 
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Si Ton observe que log e = — , 1 désignant les loga- 
rithmes népériens , on pourra écrire 

dx dy I 

x\a dx X 1 a ' 



si 



i « = e , on dMVdij = 1 x, 

dx dy i 

X dx X 

' Dans le cas oùa = lo, le module loge a pour valeur 

log e = 0,434^94^* 

34. Différentielle de a"". — Soit maintenant la fonc- 
tion inverse j" = a'. D'après la règle donnée en général 
pour les fonctions inverses, et dont on pourrait refaire 
la démonstration sur chaque cas particulier, on aura 

dv y a' 

dx logtf loge 

et, par suite, 

dy = a'iadx. 

On pourrait aussi trouver directement la différentielle de 
a', et en déduire celle de la fonction inverse log x. En 
effet, si l'on a jr = a*, on aura 

d*où 

ày a — 1 

— rrr^ï' • 

Ax Ax 

Tout se réduit donc à trouver la limite de , ou ^ 

Ax ^ 



rt*— I 



pour plus de commodité, de > a tendant vers zéro. 

Posons 

«"— I = 6, d'où a^=: I -f- 6, 
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et , par suite , 


ala = l(i + 6); 




d'où il résulte 






a«— I 


- ^ \a- 


U 


a 


i.(i+ê) ' 


1 




r 


-f-6)^ 


Or S tendant ver» zéro , (i 4- 6)^ a pour limite e; donc 




lim I«, 





et , par conséquent , 

-y- = a'ia, et djr=z a'iadjc. 
dx 

3S. Différentielle de x"\ — Soit j = x'""] on aura , en 
prenant les logarithmes des deux memln^es dans la base e j 

\ y := mlx'y 

prenant maintenant les difierentielles des deux membres , 

il vient 

dj dx , my 

— = w — j do» dy =. — ^ dx* 
y X X 

Remplaçante^ par a;'", on aura , quel que soit w, 

. dy 

dy = mx^—^dxy —• = wjc'"'*. 

dx 

Sij^^et X n'étaient pas positifs, les logarithmes seraient 
imaginaires; on évitera cette difficulté en élevant au 
carré les deux membres de l'équation j^ = a:'", ce qui 

donne 

y'=:[x'Y, 

et , prenant les logarithmes , 

1 j' = m \x^. 
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DifTérentiant les deux membres, il vient 

et comme on reconnaît facilement que Ton a 

cette équation deviendra 

djr mdx 

et, par suite, 

, , dy 

dy ^=. mx^"^ dXy et -—== /war"^' 

dx , 

comme dans le premier cas. 

Dans le cas particulier de /» = — i , on trouve 



I dx 

' X X' 



Si /w = - , on a 



d,s/x= -— . 

36. On peut parvenir directement à la diâerentielle de 
X"*. Si l'on suppose d'abord m entier et positif, on aura y 
en désignant x"" par j^, 

m (m — I ) , . , 

Ay = mx"*"^ Ax H ^ a: "~"^ Aa:' H- . . . ; 

i » jâ 

divisant par Ax et passant à la limite , on obtient 

dy z=z mx^'^^dx. 

Soit maintenant /w = - > p et q étant entiers et po- 
sitifs , on aura 

y=ix^y d*oii yi=ixP. 
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Dîfférentiant les deux membres , il vient 

qy y-' dy :=. px P~^ dx ; 

d'où 

P . 
p jr'~' p ~~" * 

rfy = dx=z —x^ dx = mx'"^* dx, 

q jî- q 

Cette formule étant vraie, quelque valeur commensu- 
rable qu'ait m , est encore vraie lorsqu'il est incommen- 
surable. 

Soit enfin m= — /î , n étant un nombre quelconque 
positif, on aura 

jr =r x"-" = — -, d ou jrx" r= I . 

X 

Difl'érentiant les deux membres, il vient, en appliquant 
au premier m^embre la règle des fonctions composées , 

x'^ dy -^ nx^"^^ y dx •=. o \ 

d*où 

dy =. — /ijr""""' = mx'^"^ dx. 

Ainsi, quelque valeur qu'ait m, la différentielle dex'" 
est, comme nous l'avions déjà trouvée, nix"""^ dx, 

37. Différentielles desinx, tangXy sécx, — Les lignes 
trîgonométriques étant des fonctions de Tare correspon- 
dant ("voir, dans les applications géométriques, l'article 
sur la longueur des lignes courbes) , nous pouvons cher- 
cher l'expression de leurs différentielles correspondantes * 
à celle de Tare. Dans tous ces calculs nous supposerons 
que le rayon soit pris pour unité. 

Soit d'abord 

y z=z sinjT, 
il en résultera 

' / * \ • . àx / ^x\ 
Ay = sin (x -h Ax) = sm JF = 2 sin — cos I .r H J ; 
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d'où 



. ÙLC 

sin — 

Ar 1 

Au Ax 

2 



COS 



(-t) 



Or, lorsqu'un arc tend vers zéro , le rapport du sinus à 
l'arc tend vers l'unité , ainsi que le rapport de la tangente 
à l'arc, ou du sinus à la tangente ; donc 

. Le 
sm — 

lim -- — = 1 : 
Ax 

2 

la limite du second membre est donc coso:. 
On a donc 

Ar 

-^ = cos X ; 

on en déduit 

df = cos xdx , 

ou 

d,%mx = co^xdx. 

Soit maintenante^ = tango:*, on aura 

tanfi;^ -h tane ^x tang Ajp ( i-h tang ""x) 

Ar= — ^ 2 tang^= — ^— -^ ;: — V~' 

•^ i—tangxUngAx ^ i — tang j: tang Ar 

d'où 

A/ ___ tangAx I + tang'x 
Ar àx I — tangxtangAx'' 

et passant aux limites , 

dy , I 

-r- = I -f- tane'a: = sec'a:= — — -^ 

dx ^ QOS^X 

et , par suite , 

dx 
dy '=i d . tang x = 



ces' a; 
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On arriverait au même résultat en considérant que tangjr 



smx 



égale 9 et appliquant la règle pour différentier les 

fractions. 

Soit enfin j- = séc a: = ; on auia , par la règle des 

fractions , 

d, cosjc sinarrir 

dy '= = 3= tancx ^cxdx : 

cos*x cos':c 

ainsi dsécx = tangx sécxdx. 
On y parviendra encore en observant que 

I I 

A r = 7 -— : ? 

ces [x -h ^x) ces X 

et développant les calculs comme dans les cas précédents. 
38. Différentielles de cos x, cotx, cosécx, — Consi- 
dérons maintenant les mêmes fonctions du complément 

jc de l'arc x. 

2 

Observons pour cela que l'on aura en général, en re- 

gardant x comme une fonction de x^ et appliquant la 

règle des fonctions de fonctions , 

Ainsi j pour les trois fonctions cos.r, cota:, cosécx, qui ne 

sont autres que sin( x\ ? tangf x\ 5 séc ( xX-, 

il faudra prendre les dérivées des fonctions respectives 
sino:, lang.r, sécjc, y changer x en x, puis multiplier 
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par — dx. On trouvera ainsi 

dx 
d.cosx = — ûnxdx^ d,mix = — ^j^' 

d, coséco: = — cot^coséc xdx. 

39. Différentielles des fonctions trigonométriques in- 
i^erses. — Nous avons vu que, pour obtenir la dérivée 
d'une fonction j de x, il suffisait de diviser l'unité par la 
dérivée de la fonction inverse, dans laquelle on mettrait 

y pour variable. 

D'après cela, si Ton considère les fonctions arc sinx, 
arc tang x, arc séc ^, arc cos x, arc cot x, arc coséc x, qui 
ont respectivement pour inverses 

sino:, tang^, séc^, cosj:, cot^, coséc x, 

on trouvera : 

dx d^ 

pour X = arc sin^, djr = -^-^ ^-— p ' 

dx 
pour X = arc tang x, dy = ces' ydxr=z - ^ -^ -> 

dx dx 

po«r7=arcsécx, dy=-^^^^^-^^^ = j^^=~^ 

dx dx 
pour y = arc cosj?, dy:=i — -^ = — / :' 

dx 
pour y ■=. arc cot x, ^ = — sm' xdy = ^^ y 

I I «« 



d«r dx 

pour y =: arc cosécar, rfr = ; — = / 

'^ ' -^ cotjcosecj xs^x^ — i 

11 faut bien remarquer que les radicaux qui se sont intro- 
duits dans ces formules doivent être pris, tantôt avec le 
signe -H , tantôt avec le signe — -, on reconnaîtra celui 



44 COURS D* ANALYSE. 

que Ton doit prendre, en considérant la ligne trigono- 
métrique qui la introduit. 

Les trois dernières différentielles sont égales aux trois 
premières , en faisant abstraction des signes qui peuvent 
être semblables ou dissemblables ; et cela tient à ce que la 
somme ou la différence des deux arcs correspondants est 
une constante. 

Les signes que nous avons donnés aux radicaux dans 
ces formules se rapportent au cas où Tare est compris 



entre o et — 

2 



Les différentielles des fonctions trigonométriques , ou 
fonctions circulaires ^ pourraient encore s'obtenir par des 
considérations géométriques fort simples , auxquelles nous 
ne nous arrêterons pas. 

40. Le tableau suivant renferme les différentielles de 
toutes les fonctions simples. Nous y représentons par la 
lettre caractéristique L les logarithmes dans une base 
quelconque, et par 1 ceux qui se rapportent à la base de 
Néper. Dans les fonctions trigonométriques inverses , les 

signes des radicaux supposent Parc compris entre o et - : 



rf.La:= Le — 

X 

dx 

X 

d,a* =za*\adx 
d,e' z=.e* dx 



d.s\nxz=icosxdx 
dx 



<£.tangx = 



C08*X 



d, séc X = tang x séc xdx 

d. cos x=. — sin xdx 
dx 



d colx = 



siii* X 



d. coséc X = — cot T coséc xdx 



d arc sin x = 

<f.arc(angx = 
<2.arc sécx = 



dx 



dx 

I-+-X» 

dx 



^.arccosx= — 

J.arccotx = — 
rf. arc coséc x = — 



x^x' — I 
dx 



dx 

dx 

ry'x* — I 



Il est bon d'observer que ces différentielles des fonc- 



-w^ 
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lions simples de x ne supposent nullement que x soit la 
variable indépendante. Elles correspondent bien à la diflfé- 
renlielle dx\ mais celle-ci peut dépendre de celle d'une 
variable quelconque dont x dépendrait , comme aussi elle 
peut être entièrement indépendante. Ainsi l'on aurait 

«?.sin[F(:c)] = cos[F(.r)]^/.F (.r),.... 

C'est cette même considération qui nous a conduits à la 
dijSerentiation des fonctions de fonctions. 

41 . Problème inverse de la différentiation, — Les for- 
mules précédentes permettent de résoudre dans quelques 
cas le problème inverse , qui consiste à remonter d'une 
dérivée ou d'une différentielle à la fonction qui l'a pro- 
duite. Il suffit de se rappeler que deux fonctions qui ont 
la même différentielle ont pour différence une quantité 
dont la différentielle est nulle , et qui est , par conséquent , 
constante, c'est-à-dire indépendante des variables que 
l'on considère. On reconnaît ainsi que les fonctions les 
plus générales , ayant respectivement pour différentielles 
les expressions 

dx . dx — dx 

x^dxn^ — 9 a'dxy Qosxdx^ ^xnxdx, - ■. . ♦ » y 

^ s/i — x^ sji — x^ 

sont, en désignant par C une quantité arbitraire indépen- 
dante de Xy 



^BH-l ^X 



+ C, Ijp-I-C, ^ hC, sinj?-|-C, cos.r-f-C, 



//î 4- I ' 1 « 

arc sin a? 4- C , arc ces jr 4- C , . . . ; 

et plus généralement, X désignant une fonction quel- 
conque de x^ les fonctions les plus générales ayant pour 
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difi'érentielles les expressions suivantes : 

X^ji/X, -.=-? a^dX, cosXrfX, sinXrfX, 



rfX — rfX 

9. .«9 



y/i— X^ V^i— X 
sont les suivantes : 

VW4-I /,X 

4.C, IX + C, -p-^-C, sinX-hC, — cosX-hC, 



w-h I la 

arc sin X 4- C , arc cos X 4- C , . . . . 

Il est inutile de dire que si les différentielles étaient 
multipliées par un facteur constant, il suffirait de mul- 
tiplier par ce même facteur les fonctions correspon- 
dantes. 

Différentielles des fonctions implicites. 

42. Si par fonction implicite l'on entendait toute fonc- 
tion dont la forme n'est point donnée explicitement, mais 
qui est déterminée complètement par les données de la 
question, onse jetterait dans une trop grande généralité, 
et il ne serait pas possible de donner des règles générales 
pour leur différentiaiîon. Nous renfermerons seulement 
sous cette dénomination les fonctions qui sont liées aux 
variables dont elles dépendent , par des équations dont les 
deux membres sont des fonctions explicites de toutes ces 
quantités. 

Nous considérerons d'abord le cas où l'on a une seule 
• équation *, ce cas se subdivise en deux autres, suivant que 
la fonction dépend d'une seule ou de plusieurs variables 
indépendantes. 

Soit d'abord la fonction j déterminée par l'équation 
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Les dérivées, par rapport à a:, des deux membres de cette 
équation, devant être identiques, eij étant une fonction 
déterminée, quoique inconnue de j:, nous aurons, d'après 
la règle des fonctions composées , 

^F dFdy dF , dF , 

.77"*"^;^ = ^' ^^ 5^^^ + ^^^-^ = ^' 

équation qui détermine la dérivée ou la différentielle 
de j", puisque Ton peut former les dérivées partielles 

—9 — de la fonction explicite F{x^j), On aura ainsi 

rfF dF 

dy dx ,, . , dx 

-=:-^, dou dy^-^-^dx, 

dy dy 

Ces valeurs de la différentielle et de la dérivée de y 
sont exprimées au moyen de x et y à la fois; elles ne 
peuvent l'être au moyen de x seul, que quand on peut 
résoudre l'équation F(j:,j^) = o par rapport ^y\ mais 
néanmoins ces formules ne laissent pas que d'être d'une 
grande utilité dans le cas même où cette résolution est 
impossible. 

43. Considérons maintenant m — i équations entre tn 
variables ; ce qui détermine m — i d'entre elles en fonc- 
tion de la /w'^"**, qui sera la seule variable indépendante. 
Soient 

F {xyyy z,. . .) = o, 
F,{x,y, z,. . .) = o, 



F/n_2(«2^, J'j 2 , . . . j — o; 
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on trouvera , en différentîant toutes ces équations , 

dF , dF , dF- 

—-dx H- 3- «r -^ -r-dz -f- . . . = o , 

dx dy HZ 

— dx +—dx +—dz +...= 0, 



— - — dx H ; — dy H ; — dz -{- . . . =r o. 

dx dy dz 

De ces m — i équations du premier degré par rapport 
à dy^ dz ,etc. , on tirera en général la valeur de ces m — i 
inconnues en fonction de a:, j', z^,., et dx\ ce qui était 
l'objet de la question. Si , pour certaines valeurs particu- 
lières de a:, y, z, etc., tous les coefficients d'une de ces 
équations devenaient nuls , on la différentierait une ou 
plusieurs fois jusqu'à ce que les coefficients ne devinssent 
plus nuls. Les inconnues n'entreraient plus liniéairenient 
dans cette équation, mais elles n'en seraient pas moins 
déterminées -, seulement il* y aurait plusieurs systèmes de 
solutions. 

Expression remarquable du rapport des accroissements 
finis de deux'fonctions d'une même variable. 

44. Soient F(x)^ f(x) deux fonctions quelconques, 
et Xo, X deux valeurs arbitraires de a:, X surpassant Xq 
d'une quantité finie positive h. Il s'agit de trouver, au 
moyen des dérivées de ces fonctions , une expression du 
rapport 

F(^o-f-//)-F(j:o) F (X) ~ F (x,) 

en supposant que la fonction f{x) soit toujours crois- 
sante ou toujours décroissante ^ ou, en d'autres termes, 
que sa dérivée soit constamment de même signe, pour 



f 



paEMi:^:RE partie. ^q 

toutes les valeurs de x comprises entre cr© et X. Admet- 
Tons, pour fixer les idées, que ^ (x) soit constamment 
positive entre ces limites 5 et soient A , 6 la plus grande et 
la plus petite valeur que prend entre ces mêmes limites le 

rapport ^,, ! \ on aura constamment 

Multipliant par f'{oc) qui est positif, on aura les deux 
inégalités suivantes, qu*il faudrait changer de sens si 
y [x) était négatif : 

F'(x)-A/'(^)<o, F'W~.B/'(a;)>o. 

Le premier membre de la première est la dérivée de 
F (a:) — Af(x)y et par conséquent 'cette fonction est con- 
stamment décroissante depuis Xq jusqu'à X, puisque sa 
dérivée est constamment négative dans cet intervalle. On 
aura donc • 

F (X) - A/(X) < F (^0) ^ A/(^o) , 
d'où 

F(X)-_F>o) .. 

. /(x)~/w ^ • • • 

La seconde inégalité conduit de même à 

F(X)-~F(^o) 



/(X) ~/(x„) 



>B. 



Si donc le rapport -ttj^ est continu entre Xo fît X , ce 

qui arrivera évidemment, par exemple, si F' (x) et f {x) 

le sont séparément, il existera une certaine valeur de x 

intermédiaire entre x^ et X, telle que ce rapport devien- 

2« édU. 4 
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dra égal à ~— ^ — TvT' q^iî^s^ compris entre la plus 

grande et la plus petite valeur que prend yrhi* ^^ l'on dé- 
signe cette valeur de x intermédiaire par x© -f- 9A , ayant* 
une valeur comprise entre o et -f- i , on parviendra à la 
formule suivante , dont nous ferons de nombreuses appli- 
cations : 

m 

Si l'on avait supposé f^ (x) constamment négatif, les 
inégalités n'auraient fait que changer de sens, et n'en au- 
raient pas moins conduit à cette même formule. Il fau- 
dra bien se rappeler, dans les applications de cette for- 
mule, qu'elle suppose que f^{x) soit constamment de 

même signe entre Xq eiXo-{-h^ et que le rapport ^,^ 

passe par toutes les valeurs comprises entre sa plus grande 
et sa plus petite , quand x passe par toute» les valeurs 
comprises entre Xo et j?o -h h, 

4S. Nous allons déduire de l'équation (i) quelques pro- 
positions qui nous seront fort utiles par la suite. 

Si l'on avait pour une valeur particulière Xo de la va- 
riable, F(xo) = o^f(xo) = o, la formule (i) deviendrait, 
en posant 9h == h^ , h^ étant moindre que h , 

Si Ton avait, en outre, F'(xo) =^o, jf' (xo) = o, on au- 
rait semblablement 

F^(:ro + ^.) _ F"(a:o-h^O 
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F " (x\ 
A, étant moindre que h^ , et en supposant que / ' passe 

par toutes les valeurs entre sa plus grande et sa plus pe- 
tite ; et , par suite , 

F{x, + h) _ F"(a:, + h,) 
f{x,^h) ~f"[x,+Ji,) 

En continuant ainsi , on verra que si Ton a les conditions 

« 

F(jro) = o, F' (oTo) = o, . . . , F"-' (x) = o, 
/(^o) = o, /' (j:,) = o, . . . , /«-• (47o) = o y 

• • 

et que les rapports des dérivées de même ordre, Jusqu'à 
Tordre n inclusivement, passent par toutes les 'valeurs 
entre leur plus grande et leur plus petite, ce qui aura 
lieu s^ils sont continus , on aura 

• F (^0 -H ^) _ F" (xq h- 9/i) 

B désignant une quantité positive moindre que l'unité. Si 
toutes les conditions précédentes étaient satisfaites, ex^* 
cepté F (xo) == o , on aurait* 

^^ f[x,-^h) ~" /" (xo -f-0A); 

46. Comme application de cette dernière formule, 
supposons que l'on ait 

/(x)i=(x — Xa)», 

et que la fonction'F (x) ait toutes ses dérivées continues 
jusqu'à F" (a:) inclusivement, entre Xç^ et o:© + A: les 
conditions /(xo) = o, /' (xo) = o, . . .,/"""* (j:o) = o se- 
ront évidemment satisfaites ; et , en supposant toujourë que 

• 4» 
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ron ait 

F' (jTo) = O , . . . , F»-' (j-,) =: O, 

l'équation (3) devient 

F(jro-hA) — F(j:o) _ F"(jCo4-&A) ^ . 
A" 1 . 2 . 3 . . . « ' 

d'où 

On voit que si l'accroissement A de x tendait vers zéro , 
et que F" (x^) fût fini , l'accroissement de F {x) serait •infi- 
niment petit de l'ordre n par rapport à celui de x^ pour 
la valeur particulière Xo . 

Si l'on a , en outre , F (xq) == o , la formule précédente 
devient * " 

(5) F [xo -+- A) = — F«(a:o -+- Ô/«). 

I • ^ • • m fi 

Si a:© est zéro , Qette équation se change en la suivante ^ 

I • ^ • • • /^ 

et, changeant l'indéterminée h en x, 

en admettant tes conditions 

F(o) = o, F'{o} = o,..., F«-(o) = o. 

On peut remarquer qu'on aurait semblablement 



x^-' 



F'(x)= rF^rô.o:), 
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et que par conséquent , dans ce cas , F (x) est infiniment 
petit par rapport àF' (x). 

Si l'on n'avait pas F{Xq) = o , on obtiendrait, au lieu 
de l'équation (6), 

(7) FW-F(o) = r^^F'W- 

47. Nous* déduirons de ce qui précède un corollaire 
très-simple , et qui nous servira par la suite. II consiste 

en ce que si -——■ tend vers zéro en même temps que x , 

et que F(x), F'(j:),..., F"(x) soient continues entre o 

et :r , la fraction \ pourra se mettre souis la forme 

— ^ — — En effe^ il résulte d'abord de l'hypothèse, que 

I . ^ • • • /* 

Ton doit avoir * 

F(o)=ro, F'(o)=ro,..., F'-'(o) = o; 

car sans cela — ^ serait infini , pour a:=o. On peut donc 

appliquer ici la formule (6), et Ton voit, par conséquent, 

. FW 
que si -^^^ devient nul pour j: = o, on aura 

F(x) F«(0a:) 

^'* l .2. . .« 

48. L'équation (4) , dans laquelle on suppose « = i , 
devient, en remplaçant par ,r la quantité arbitraire Xo, 

(8) F (j: H- A) — F (x) =z h¥' (.r -h 0A). 

Elle conduit immédiatement à une conséquence déjà 
obtenue précédemment, savoir : qu'i7 n'y a quune ex- 
pression indépendante de x^ dont la déiwée par rapport 
à x soit nulle quel que soit x. 
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En effet, soit F(:r) une fonction telle, que pour toute 
valeur de x on ait F' (.r) = o \ Tëquation désignée montre 
que, quels que soient x et x -h A , on aura 

puisque F' [x -f- Bh) est nul par hypothèse. Donc 
F (x) = F (a: -h- /i), et par conséquent la fonction F [x) a 
toujours la même valeur, quelle que soit la valeur de la 
variable*, elle est donc constante relativement à a:, ou, en 
d'autres termes, elle ne dépend pas de x. 

De là résulte cette conséquence , que deux fonctions 
qui ont la même derwée par rapport à une même va- 
riable y ne peuvent différer que par une constante y c'est- 
à-dire par une quantité indépendante de cette variable. 
En effet, la dérivée de la différence de ces deux fonctions , 
étant \^ différence de leurs dérivées, est nulle d'elle-même , 
d'après l'hypothèse -, donc cette différence 'est une con- 
stante, comme il fallait le démontrer. 

49. Nous terminerons par cette proposition très-impor- 
tante , que si F (^r, j) est égal à zéro quel que soit j:, quand 
on donne à y une certaine valeur particulière a , toutes les 
dérivées de F (x, y) par rapport à x deviendront aussi 
nulles, quand on y fera y r=za. 

En effet, pour toute valeur àe x et de A, on aura, en 
vertu de l'équation (8), 

(9) Y[x -h A, y) - F(j:, y) = AF'(x -f. ô/i, j), 

« 

la 'dérivée étant prise par rapport à x. 

Or les deux termes du premier membre deviennent 
nuls pour y = a ] donc F' (x-\-6h^ a) = o. 

Et comme x et h sont arbitraires , on peut affirmer que 
x H- Sh peut prendre toutes les valeurs possibles , bien 
qu'on ne connaisse pas la valeur de fl^ car x-f-SA est 
toujours compris entre x et x -f- A , et l'on peut faire en 
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sorle quex et x -4- A comprennent toujours entre eux une 
valeur arbitraire x' et s'en rapprochent indéfiniment; 
d'où il suit que X4-5A peut s'approcher.indéfinimentde x', • 
et que , par conséquent, F' (x, a) est nul quel que soit x. 
De là on déduira semblablement qhe F^' (x, a) est nulle 
quel que soit a:, et qu'il en est de même en général de 
F'»(x,.û). • • 

50. 11 est ^ncore utile de remarquer que si h tend vers 
zéro , et y vers a , le second membre de Téquation (9). sera 
infiniment petit par rapport à /i, puisque F' [op -\-Qh^j) 
tendra vers zéro ; doue la différence infiniment petite re- 
lative à x^ d^ une, fonction V (x^y) qui est infiniment 
petite, quel que soit x, est infiniment petite par rap- 
port àT accroissement correspondant de x* 

Différentielles et différences d'un ordre quelconque de 
fonctions d'une seule variable. 

51. La difTérentielle dy d'une fonction j^ de x^ étant 
elle-même une fonction de x^ aura aussi sa difTérentielle-, 
et ce sera une quantité dont le rapport à la diiFérentîelle • 
de X sera égal à la limite du rapport de l'accroissement 
infiniment petit àe dy k l'accroissement correspondant 
devr. Pour plus de simplicité, on prendra pour la difTéren- 
tielle de x^ dans cette nouvelle différentiation , la même 
valeur que dans la première \ et , en général , on lui con- 
servera toujours la même valeur pour toutes les difïéren- 
tiations que Ton aura à eflecluer ; c'est ce que l'on appelle 
prendre dx constant. Nous représenterons la difléren- 
tielle de dy par ddy ou d^y^ et nous l'appellerons la 
différentielle seconde de j par rapport à x. De même d^y 
auya une difTérentielle que l'on désignera par J'r? «t qui 
s appellera la différentielle troisième de j; et ainsi àv 
suite. . 
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II faut bien se garder de confondre ces indices de difle- 
rentiation • avec des exposants de puissance. Les puis- 
. sances successives d'une difterentielle dj s'écriraient de 
la manière suivante : 

• 

Rien n'est plus facile que d'exprimer les différentielles 
successives de la 'fonction F [x) désignée par j^, au moyen 
de ses dérivées. 

En effet, on a d'abord 

dy = Y'{x)dx.' 

Or la différentielle de ¥' {x)dx sera le produit de dx 
par sa dérivée par rapport à x, laquelle est Y"{x)dXy 
puisque cfcr est indépendante de x. On aura donc 

d^X =-¥''[x)dx\ 
On aura de même 

d'y = Y"'\x)dx\ 
et généralement . . 



ou 



•1 = F(-) (x) ; 



dx 

de sorte que les dérivées successives d'une fonction de x 
peuvent être considérées comme les rapports des différen- 
tielles de même ordre de cette fonction aux puissances du 
même degré de dx. 

52. Les différentielles successives d'une fonction ont 
avec les différences de cette fonction des rapports qu'il est 
essentiel de connaître. 

. La différence Ay de la fonction y étant elle-même une 
fonction de x, a aussi une différence y il en est de même 
de celle-<ci, et ainsi de suite indéfiniment* Pour former 
ces diflérences successives de la fonction y y on suppost*^ 
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que Ton donne constamment à x le même accroissement 
Ar, et on les désigne de la manière suivante : 

Les puissances de Ay seraient désignées èomme il suit : 

Or la proposition que nous allons démontrer consiste en 
ce que l'on a généralement , lim --—■ = -j^' 
En effet, 'on a d'abord 

SU devenant nul quel que soit x^ quand on fait Ax = o. 
Prfendns maintenant les accroissements que subiront ces 
deux membres lorsque Ton augmentera encore x de Ax^ et 

divisons-les par Ax'^ le premier donnera — ^« Quant au 

second , il suffira de prendre sa dérivée par rapport à x 
et d'y ajouter une quantité qui soit iniiniment petite en 
même tetnps que Ax, Mais co devenant nul avec Ax^ 
quel que soit x, sa dérivée deviendra nulle en même 
temps 5 et par conséquent le second membre diffère de 
F'' (x) d'une quantité qui devient nulle avec Ax. En la 
désignant par o)] , nous aurons 

en prenant encore les accroissements des deux membres 
de cette identité, relatifs à un nouvel accroissement Aj:, 
et les divisant par Ax^ on obtiendrait semblablement 

AH* 
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et généralement ' 

^=F«{xJ +»._., 

«a-i devenant nul avec Ar. 

On a donc , en passant aux limites , 

lira — ^=F«W = -^, 

comme nous l'avions annoncé. 

Il suit de là que si Ton fait tendre Ax vers zéro , en 

prenant c?j: = Ax, le rapport -t;^- aura pour limite Tu- 

« y 

ni té 5 et la différentielle de V ordre n d* une fonction quel- 
conque de X pourra être prise pour la différence du 
même ordre de cette fonction en négligeant une quan-* 
titc infiniment petite par rapport à cette différence, . 

Cette proposition est très-importante, en ce qu'elle 
permet de substituer les différentielles d'ordre quelconque 
aux différences infiniment petites de même ordre , dont 
l'expression serait beaucoup plus compliquécf, et il n'en 
peut résulter aucune erreur dans les calculs où l'on ne 
considère que les limites des rapports ou des sommes. 

53. Remarque, — Lorsque plusieurs fonctions, que 
l'on a à considérer dans une même question , dépendent 
toutes d'une seule variable x^ les différences premières 
infiniment petites sont toutes déterminées par Ao?, ou 
par une quelconque d'entre elles; ainsi Ay désignera 
partout le même accroissement, soit qu'on le détermine 
d'après Az ou d'après la valeur correspondante de Ar, 
en supposant toujours que la valeur de x soit la même. 
Mais le A'y n'aura pas la même valeur quand il expri- 
mera la différence de y par rapport à a: ou par rapport 
à z. En effet, dans le premier cas il faut considérer les 
trois valeurs dcj' correspondantes à .r, .r-f-Ax, a:~h2Ar5 . 
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prendre la diilerence de la deuxième à la première, et de 
la troisième à la deuxième, puis la différence de ces deux 
différences. Dans le second cas, il faudra .considérer les 
trois valeurs à&y qui correspondent à z, z-j-A«, z-h^^^^ 
et agir dfe la même manière sur elles. Or les deux pre- 
mières sont les mêmes dans les deux cas ; mais la troi- 
sième est différente parce que k x-h ^Ax ne correspond 
pas z + ^Az : il s'en faut d'une quantité infiniment pe- 
tite par rapport à Az , et que Ton n'a pas le droit de né- 
gliger par rapport aux différences du second ordre. 

U est dqnc nécessaire de distinguer avec soin les diffé- 
rences désignées par A'j-, dans les questions où Ton ne 
prendrait pas toujours la même variable indépendante. U 
en serait de nième des ordres supérieurs. 

54. Si Ton considère en particulier les fonctions 

«"•, logâ:, «', sinx, 005:1:, 
on trouvera 

d^x^:=m{m — i). . .(/w — !-w-f- i)x^^'^dx^y 

dx'* 
d" log j? = ± 1 . 2 . 3 .*. . (/? — I ) log e — î 

X • 

d''a'z=a'\''adx'*^ 
</" sinar = sin ( or H- « - J ûtr ", 

c?" cos J? =:r ces ( JC -i- /l- I ^" ; 

et il est bon de se rappeler que le second, membre donne 
la valeur de la différence infinhnent petite de l'ordre n y 
à une quantité près, infiniment petite par rapport à cette 
différence. 
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Différentielles, dérivées, et différences partielles des 
divers ordres,, des fonctions de plusieurs variables 
indépendantes. Différences et différentielles totales. 

55. Une fonction de deux variables indépendantes , x 
et j^, petit être différentiée successivement par rapport à 
chacune d'elles partiellement , et Ton peut supposer que 
ces différentiations soient en nombre quelconque .et se 
succèdent d'une manière quelconque. Le nombre de ces 
différentiations constitue V ordre de la différentielle, de la 
différence ou de la dérivée. Il n'y a rien de nouveau à 
dire sur leur formation , puisque l'on n*'a à considérer à 
chaque opération qu'une seule variable indépendante. 
Les dérivées partielles d'ordre quelconque s'exprimeront 
au moyen des différentielles correspondantes d'une ma- 
nière entièrement semblable à celle que nous, avons trou- 
vée pour les fonctions d'une seule variable. Elles ont aussi 
les mêmes rapports a^ec les différences partielles corres- 
pondantes; et la* reproduction identique des raisonne-' 
ments déjà faits dans le cas ou l'on considère toujours la 
même variable, conduit immédiatement à ces consé- 
quences. Nous ne croyons cependant pas inutile de don- 
ner quelques développements à ce sujet. 

Désignons généralement par F'"'*""'^^**'(jc, r) le résultat 

de m dérivations partielles effectuées par rapport à x sur 
la fonction u= F (^57) ? suivies de n dérivations partielles 
du résultat par rapport Sij\ lesquelles seront elles-mêmes 
suivies de p dérivations par rapport à x^ et ainsi de suite. 

Désignons de même par J""*^"^^*" M le résultat obtenu 

^ '■ x,jr,x»». 

en prenant d'abord la différentielle partielle de Tordre m 
de u par rapport à x^ puis la différentielle partielle de 
l'ordre n par rapport h y de l'expression obtenue, et ainsi 
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de suite. Et enfin représentons par ^'"'^"•^''* -^ [^ résultat 

• -t A x,y, X»,. 

obtenu en prenant d'une manière analogue les différences 
au lieii des différentielles. Cela posé, on aura d'aiord , 
d'après ce que* Ton a vu en traitant les fonctions d'une 
seule variable, et faisant usage des notations que nous 
venons d'indiquer, 



Considérant maintenant j^ comme la seule variable, et 
prenant la différentielle «"''"' des deux membres , on aura , 
de la même manière , 

d II =¥ (X, yjdx'^dx"; 

prenant maintenant la différentielle partielle d'ordre p ' 
par rapport à x, et continuant ainsi indéfiniment, on 
obtiendra 

d^^ =F (x, r)djc'"dr"dxP.,., 

x,jr,x,t, z, /, ar. .. v ' •' / ^ ' 



ou 



m+n-+-p • • • 

d u 



'-^^ =F (a: y) 

dx^ dy"^ dxP . . . x,j,x,.. \ ^Jr 

Les dérivées partielles s'expriment donc au moyen des 
différentielles partielles correspondantes d'une manière 
analogue à celle qui se rapporte aux fonctions d'une seule 
variable. 

S6. Il y a encore évidemment le même rapport entre 
ces dérivées et ces différences partielles correspondantes. 
En effet, on aura d'abord, d'après ce qui a été démontré 
pour les fonctions d'une seule variable, 



m 



X "• 



ÈkX 



-„ = Fx(^> y) + ". 
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fù devenant nul en même temps que Ajt. Prenons main- 
tenant la différence «'«'"* des deux membres par rapport 
à j", et divisons-la par Ay"*, il faudra, par les mêmes rai-, 
sons , prendre la dérivée partielle /i""** du second membre 
par rapport à j^ et y ajouter une quantité qui devienne 
nulle avec Ay, Si, de plus, on observa que o) devenant nul 
avec Ar, il en est.de même de sa dérivée «'*'"*, on en con- 
clura l'égalité suivante : 






A^Aj" 



^x.r("^' r )-+•«., 



0)1 devenant nul quand on suppose que ^x et Ay le de- 
viennent tous les deux. 

Prenant actuellement la différence d'ordre p des deux 
membres par rapport à a:, la divisant par Aaf^ et con- 
tinuant ainsi indéfiniment, on obtiendra la formule gé- 
nérale * 

m-i-n-hp • • • 

'■r-'--" = f"^-*-"- (x, j) + e, 

e devenant nul quand Ax et Ay le deviennent tous les 
dent. 

D'où Ton conclut enfin, comme pour les fonctions 
d'une seule variable, * 

m+«-f-/> • • • m-i-n-i-p • • • 

h™ ^ -/•••• " = f"'"""''-(x, y) = /-j---" , 

et il en serait de même pour un nombre quelconque de 
variables indépendantes. 

Les notations que nous venons d'employer peuvent être 
simplifiées au moyen d'une proposition fondamentale que 
nous allons démontrer. 

57. De r ordre dans lequel se succèdent les differen- 
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tiatîons, -r-Si Ton prend les diiférences successiyes d'une 
fonction par rapport aux diverses variaBles indépendantes • 
qu'elle renferme ^ on arrivera toujours au même résultat, 
dans quelque ordre qu'on effectue ces opérations , pourvu 
qu'on ne change pas le nombre de celles qui doivent être 
. faites respectivement par rapport à chaque variabje. 

Soient, en effet, X et j^deux des variables dont dépend 
une fonction m. 

Si Ton change d'abord x en x -f- Ax, u devient 

si dans cette expression on change y en y -{- Ay, elle 
devient 

et Ton a ainsi ce que devient u quand xety sont changés 
en a: -f- Ax, y .-+- Aj. 

Or, en faisant les substitutions en sens inverse, on aura 

et ce résultat doit être identique au précédent, puisqu'il 
exprime toujours la fonction u dans laquelle x et ;^ sont 
changés en a: -h Ax, y ■+- A^. 
Donc on a identiquement 

Si maintenant on divise les deux membres par Ax, Ar et 
qu'on passe aux limites, en faisant tendre Ao: et Ay vers 
zéro , on en conclura , par ce qui précède , 



et par conséquent 



^i/" = ^},xU, 



Si l'on prend successivement un nombre quelconque 
de différences, de différentielles, ou de dérivées partielles, 
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il est facile de voir que l'ordre dans lequel on les prendra 
est complètement indiffèrent. En effet, deux de ces opé- 
rations successives pouvant être changées d'ordre, on 
pourra faire arriver au premier rang celle que Ton vou- 
dra , en la faisant avancer successivement d'un rang vers 
le commencement; on amènera ensuite au second rang 
•celle que l'on voudra des autres , et enfin on les placera 
toutes dans un ordre quelconque, sans que le résultat 
cesse d'être identiquement le même. 

D'après cela , on pourra supposer que toutes les dilFé- 
rentiations par rapport à la même variable soient faites 
consécutivement, et les notations précédentes seront sim- 
plifiées , en ce qu'elles ne renfermeront qu'une seule 
indication pour chaque variable: et c'est ce que nous 
ferons dorénavant. 

On simplifie encore l'expression des dérivées partielles 

ra-f-n 
^m-h/i^ .cl II 

en écrivant , ^ , - au lieu de ,''J, — ? parce que les expo- 
sa: "r/j" dx"'dy'' ^ ^ ^ 

sants de dx et de dy suffisent pour indiquer le nombre 
des differentiations effectuées par rapport à chacune des 
variables a: elj^. 

Mais si , pour avoir la différentielle partielle correspon- 
dapte, on faisait la multiplication par <ix'"rf^" en suppri- 
mant le dénominateur, on obtiendrait c?'"+"w, expression 
qui ne renfermerait plus aucune trace des differentiations 
effectuées. On est donc obligé, pour que la notation ait 
un sens déterminé, de conserver le dénominateur, et 
d'écrire ainsi cette diirérentiellc 

; — ^/r^V/v". 

Elle serait représentée beaucoup plus simplement par la 
notation, déjà employée, d'^'^^'u 



\ 



\ 
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Le système de notation de Lagrange s'applique aux 
fonctions de plusieurs variables 5 mais nous n'en parle- 
rons pas , vu que les géomètres n'en font pas usage. La 
notation de Leibnitz a prévalu, parce qu'elle a surtout 
le grand avantage de mettre en évidence les différences 
infiniment petites , dont la considération est si utile dans 
toutes les recherches qui dépendent des mathématiques. 

Différentielles totales des fonctions de variables 

indépendantes, 

58. Soit u = F(x^ y) ^ x et y étant indépendantes -, 
nous avons vu précédemment que Ton avait 

du du 

Au = -T- Aa: -h -7- Ar -f- w , 
dx HT 

(ù étant infiniment petit par rapport à Aor, Ay^ Au , quand 
Ar et Ay tendent vers zéro. 

La somme des deux premiers termes jouit donc\ par 
rapport à l'accroissement total Au , de cette propriété re- 
marquable , d'être égale à la différence elle-même , à une 
quantité près infiniment petite par rapport à cette diffé- 
rence. D'après cela , l'analogie nous conduit à donner le 
nom de différentielle totale de u à l'expression suivante : 

du , du , 

dx et dy étant des quantités indéterminées et indépen- 
dantes que nous nommerons les différentielles Aq x ely. 
Elle jouit de la propriété que, lorsque dx el dy seront 
considérés comme les accroissements infiniment petits 
donnés à x ety, elle pourra être prise pour l'accroisse- 
ment total de u, en négligeant une quantité infiniment 
petite par rapport à cet accroissement; et, par conséquent, 
2« edit . 5 
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, on peut dire encore , comme dans le cas d'une seule va- 
riable indépendante , que les différentielles dx^ dy, dz 

' sont des quantités dont les rapports sont les limites des 
rapports des différences correspondantes Ax, Ay, Az en 
prenant les différentielles des variables indépendantes 
égales à leurs différences. 

Nous désignerons cette différentielle totale par du^ 
et il faudra bien la distinguer des du partiels qui se trou- 
vent dans le second membre, et sont différents Tun de 
l'autre. Pour éviter toute confusion, on devra se garder 
de supprimer les facteurs communs dx ou dy^ et écrire 

On peut encore écrire 

du = dx u -^ dj. u. 

Ces considérations s'appliquent à un nombre quelconque 
de variables indépendantes, et ta différentielle totale 
d'une fonction de plusieurs variables indépendantes 
sera toujours la somme de ses différentielles partielles 
relatis^es à chacune de ces variables. 

Cherchons maintenant 1 expression des différentielles 
successives de u. Et pour cela remarquons d'abord que la 

d'^'^Pu 
différentielle de sera , par la règle qui vient d'être 

démontrée , 

d^-^P^'u , d^-^P-^-'u , 

rtx -4- dv : 

dx'^^'dyP dx^djP^' -^ ' 

elle se formerait donc en multipliant par -r-dx + -r dy 

^ '■ dx dy ^ 

d'*^Pu 
l'expression proposée , pourvu qu'on y considérât 

l'indice du numérateur comme un exposant, et qu'après 
la multiplication on changeât l'exposant des numérateurs 
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en indices de différenliation. D'après cela, si Ton part de 
la formule (i) , la différentielle du second membre s'ob- 
tiendra en le multipliant par -r^-^-f <^9 ^'^ faisant le 

changement des exposants en indices. Il en sera de même 
pour la différentielle de ce résultat *, et , par conséquent , 
en désignant par d"*u la différentielle totale de Tordre m 
de u , on aura la formule symbolique 

(du ■ du ^ X*» 

en entendant toujours que les exposants des du dans le 
second membre seront changés en indices de^différentia- 
tions. 

Comparons maintenant d'^'u à la différence totale ÙT'u, 

Reprenons pour cela la formule 

du du 

dans laquelle nous supposons Ax et Ay- infiniment pe- 
tits, et donnons h x el y les mêmes accroissements 

Ar, A^^ L'accroissement de — calculé semblablement 

s'obtiendrait en multipliant — par — Ax -h -^ A^, et 

ajoutant une quantité infiniment petite par rapport à 
Aa: et ày^ il en serait de même pour l'accroissement de 

du f^ 1. . ^1 du . du - 

— De sorte que 1 accroissement de -j- Ax -}- --- Ar sera 

dy dx dy ^ 

représenté symboliquement par le carré de cette expres- 
sion , dans lequel on changera les exposants de du en 
indices, plus une quantité infiniment petite par rapport 
aux quantités Aj:^, Aa:Aj, Aj^. Or nous savons que o) 
se compose de termes qui ont en facteurs , les uns A;r, 
les autres A^, et en outre d'autres facteurs qui devien- 

5. 
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neiit nuls avec Ax, et Aj ainsi que leurs dérivées; d'où 
il suit que l'accroissement de w sera infiniment petit par 
rapport aux mêmes quantités Ax\ AxAy, Aj\ On a 
donc la formule symbolique 



/du du \ , / 



w' étant infiniment petit par rapport aux quantités Ax% 
Aa;Ar, Ay*. En continuant ainsi on parviendrait sans 
difficulté i quel que fût le nombre des variables, à la for- 
mule symbolique générale 

/du . du X" ^ 
.A''«=(^^^r + ^Arj +0,, 

w étant infiniment petit par rapport au produit de m 
facteurs Aa: ou A/. 

On a donc aussi cette autre proposition générale : 
La différentielle totale de l'ordre m d'une fonction 
d'un nombre quelconque de variables indépendantes 
dans laquelle on prend dx, dj, etc., égaux aux accrois- 
sements infiniment petits de ces variables, ne diffère de 
la différence m'^"" correspondante, que d'une quantité 
infiniment petite par rapport à elle-même. 

59. Remarque générale. — Lorsque l'on cherchera une 
équation entre des différentielles d'ordre quelconque de 
fonctions quelconques, et que, pour y parvenir, il sera 
avantageux de considérer d'abord des différences infini- 
ment petites, on pourra substituer les différentielles aux 
différences correspondantes, et négliger toute quantité 
infiniment petite par rapport à ceUes entre lesquelles on 
cherche la relation. Car si l'on divisait l'équation exacte 
par une des différences , élevée à une puissance conve- 
nable, et qu'on passât à la limite, les rapports des diffé- 
rences seraient remplacés par ceux des différentielles , et 
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Ton aurait réquation même à laquelle on serait parvenu en 
négligeant des quantités nécessaires pour l'exactitude de 
l'équation entre les différences, mais qui disparaissent de 
l'équation exacte entre les différentielles, considérées 
comme des quantités infiniment petites ou finies. 

Différentielles totales des divers ordres des fonctions 
de plusieurs vanables dépendantes, 

60. Si les variables jc et j^, qui entrent dans la fonc- 
tion M, étaient elles-mêmes des fonctions de variables 
indépendantes, les différentielles totales de u change- 
raient toutes de forme, excepté celle du premier ordre, 
parce que les facteurs ctr, dy ne seraient plus constants. 

Ainsi , la différentielle première de u aurait toujours 

pour expression 

du du 

du = -r- dût -i — — dy, 
djo ^X 

Mais, en différentiant cette expression, il s'introduirait 

les termes 

du ,, du ,, 

dx ^ dy •^' 

et l'on formerait ^'x, d^y en fonction des variables in- 
dépendantes et de leurs différentielles d'après les for- 
mules précédentes. On aurait ainsi 

d'^u . d'^u . . d^u , , fl?a ,, du „ 

cùr* djcdjr dj^ dx dy ^ 

et d^u jouira, par rapport à A*m, de la propriété qui a été 
démontrée indépendamment de la forme qui pourrait 
résulter de variables intermédiaires entre u et les varia- 
blés indépendantes. 

On trouverait de même les différentielles totales des 
ordres suivants , et pour un nombre quelconque de va- 
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riables , supposées dépendantes d'autres quelconques. Si 
parmi ces variables , les unes étaient dépendantes et les 
autres indépendantes , il suffirait de supposer nulles les 
difierentielles de ces dernières qui passeraient le premier 
ordre. 

61 . Cas particulier oà x et y sont des fonctions li- 
néaires. — Si a: et j^ étaient des fonctions linéaires des 
variables indépendantes, dx et dj seraient constants, 
quelles que fussent les valeurs des variables-, on aurait 
donc 

et, par conséquent, on retrouverait la formule symbolique 

« 

/du , du , \'^ 

qui s'étendrait à un nombre quelconque de variables. 

Différentielles des divers ordres des fonctions implicites. 

62. Supposons d'abord la fonction implicite u dépen- 
dante des variables x^ y^ et déterminée par une équation 
unique 

F(x, jTy w)==o; 

nous aurons d'abord 

dF ^ d¥ ^ d¥ , 
dx dr du 

d'où l'on tirerait du^ conmie nous l'avons déjà vu. 

DifTérentiant encore cette équation par rapport à toutes 
les variables, et observant que du n'est pas constant, il 
vient 

d'Y ^. d'F , , d^F ^ .^ ^^F ^ ^ 

_^.^^^jr^,^^^^du^^^-^~d.dr 



d'F ^ , ^'f ^ , ^^F „ 

-H 3 - — — ajcdu -h 2 - — — dydu -\ d^u = o 

dcdu dydu " du 



= 0r 
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d'où Ton tirerait d^u^ et ainsi de suite. On agirait de la 
même manière pour un nombre quelconque de variables 
indépendantes. Si u ne dépendait que d'une variable x, 
cette équation se réduirait à 

d^Y , ^'F , , d'¥ , dY , 

-TL — dx^ -f- 2 -; — ;- dxdii H ; — du^ -\- --- d'^u = o. 

dx^ dxdu du* du 

63. Si l'on avait deux équations , il y aurait deux va- 
riables, fonctions de toutes les autres; e{, dans ce cas, on 
différent! erait successivement chacune des équations, en 
distinguant bien les variables dépendantes des indépen- 
dantes : on déterminerait ainsi les différentielles secondes, 
troisièmes, etc., des deux fonctions ; et l'on agirait de la 
même manière dans le cas d'un nombre quelconque d'é- 
quations. 

Soient, par exemple, les deux équations 

f[x, y, «) = o; 

^ et M sont des fonctions de la variable indépendante x. 
On aura d'abord les deux équations 

dY , dY ^ dY ^ 

— — dx -f- --— dy H — r~ du-=: o. 

dx dy du 

df , • df ^ df ^ 

~- dx -h ~- dy -h -,- du = o ; 

dx dy du 

d'où l'on tirera dj et du. En difierentiant ces deux équa- 
tions , on obtiendra 

^'F , , rf^F , d'¥ ^ , ^'F ^ ^ ^'F ^ ^ 

- — dx^ -h-T-r^r H — TT^" ■i-2'-—--dxdy -h 2 -p— - dxdu 
dx^ dy^' ^ du^ dxdy ^ dxdu 

^*F , , rfF ^, d¥ ^, 

-h 2 -J--7- dydu -H— -rf'^-h-7-«'a = o, 
dydu dy du 

(l'if flif flif (l'if d'if 

4- 2 -Ht- rtV r/« -+- -^ ^/ '/ -f- ^ ^/ ' w = o , 
dydu dy du 
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d'où l'on tirerait d^u et d^j-^ puisque dj et du sont 
connus. On obtiendrait ainsi les différentielles de tous 
les ordres , de r et w. 

» 4.' 

Changement de variables. 

64. Cas d'une seule variable indépendante, — Nous 
considérerons d'abord les fonctions d'une seule variable 
indépendante^ et l'objet que nous allons nous proposer 
est d'exprimer toutes les dérivées d'une fonction y par 
rapport à une variable x dont elle dépend , au moyen des 
dérivées successives d'une autre fonction u par rapport à 
une variable t^ regardée comme indépendante. 

Toutes les quantités dépendent d'une seule variable : 
ainsi l'on a trois équations entre x, y^u^ i\ ou deux seu- 
lement, en laissant de côté celle qui exprimera la relation 
entre x el y. On voit qu'en vertu de ces trois équations, 
on peut considérer u comme une fonction de f , et ce sont 
les dérivées de u par rapport à t que l'on veut faire entrer 
dans des calculs où entreraient les dérivées de y par rap- 
port à X. 

Pour cela nous allons d'abord exprimer les dérivées 
de y par rapport à a:, en fonction des dérivées de a: et ^ 
par rapport à la même variable indépendante t dont elles 
seraient fonctions. Ces formules seront les mêmes, quelle 
que soit la forme particulière , tant de l'équation entre x 
ely que de celle qui doit lier x ely avec t. Nous mon- 
trerons ensuite comment les dérivées de x et y par rap- 
port à t peuvent s'exprimer au moyen de celles que l'on 
veut introduire , qui sont celles de u par rapport à t. Ce 
dernier calcul dépend des équations qui lient x el y 
avec f et M , et peut-être encore avec d'autres variables ; et 
le nombre des équations doit toujours être tel , qu'il n'y 
ait qu'une seule variable indépendante, comme nous l'a- 
vons supposé. 
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65. Pour exprimer les dérivées de y par rapport à a: au 
moyen de celles de x et j^ par rapport à f , nous obser- 
verons que, d'après le principe des fonctions de fonc- 



tions, on a 



dy dy dt 
di=Tt-T.' ou, puisque 



dt I 

dx dx 
Tt 



dy dt 

dx dx 

Yt 

Passons maintenant à l'expression de -t^' Nous différen- 

tierons pour cela les deux membres de cette équation par 
rapport à x\ mais, afin de n'introduire dans le second 
membre que des dérivées par rapport à t , nous le diffé- 
rentierons d'abord par rapport à f , puis nous multîplie- 

dt • • dx 

rons par -r-? ou nous diviserons par -r Nous obtien- 
'^ dx ^ dt 

drons ainsi 

d^y dx d^x dy 

d^y _ It^ dt ~" 'dF dt 

ldx^~' Tdxy 

[Tt) 

d^y 
De même, pour obtenir -j^? nous différen lierons le se- 

dx 

cond membre par rapport à f , puis nous diviserons par — • 

Et en continuant ainsi , il est clair que l'on aura l'ex- 
pression de toutes les dérivées de y par rapport à x, au 
moyen de celles de x et j^ par rapport à une variable 
quelconque f , dont x et y seraient dépendants. 

On peut , au lieu des dérivées de x eX y par rapport 
à t^ introduire leurs différcntiolles 5 il suffira de suppri- 
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mer le diviseur dt ^ et il viendra 

^ '/ d^ydx — d ^xdjr 

w » ^.^ ■■■»■ ■ — * ■■ ■ « 

dx^ dx^ 

Ces premières formules se rapportent au changement de 
la variable indépendante seulement. 

66. Si l'on suppose que la variable t soit la fonction j 
elle-même , on aura les dérivées de j par rapport à or, 
exprimées au moyen de celles de x par rapport à j^, quelle 
que soit d'ailleurs la relation entre x el y. Ces formules 

seront 

(Ox 
dy i d'^y dj"^ 

dx dx dx^ (dx\^ 

dy \^) 

67. Considérons maintenant le cas général où Ton au- 
rait entre m variables a:, j',..., z«, t, les m — 2 équations 

F(^t r,. . ., «, t) =r O, 

sans compter Féquation qui donne jj^ en fonction de x. Si 
l'on différentie ces m — 2 équations par rapport à f , on 

dx dy ^ . ^ du , , 

pourra exprimer — ? — en fonction de — ? par la reso- 

lution d'équations du premier degré. 

Différentiant de nouveau ces équations , on introduira 

les dérivées secondes par rapport à t, et il y restera des 

dérivées premières que Ton pourra remplacer par leurs 

valeurs tirées des premières équations. On pourra donc 

encore, par la résolution d'équations du premier degré, 

T , T d^x d^Y , d^u du 

tirer Jes valeurs de —, — 9 -r^ au moyen de -7-- et --• 

de"" dt^ -^ dt^ dt 

En continuant ainsi , toutes les dérivées de x et de } 

par rapport à t seront exprimées aji moyen de celles de u 
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par rapport à f 5 et comme nous avons donné les formules 

générales qui expriment --5 -r-~-9 etc., au moyen de 

ujc d^jc dv d^ Y 

-rt -TT-j etc. , -T-9 -7—5 etc. , il s'ensuit que Ton connaî- 

dt dt^ ' dt dt^ ' ^ 

^y ^^y ^ du d^u . / . 1» 1 

Ira— 9 ;7-7'"* aumoyende — 9 -7-;- v> ce qui était 1 ob- 
jet de la question. 

68. Si, au lieu d'équations finies, on avait des équa- 
tions différentielles, il faudrait toujours chercher à en 

djc d^x dY d^ Y 

déduire -r- 9 -7-, 9 etc., —^ ~-j etc., au moyen de 
dt dO ' dt dt* ^ 

du d^u ^ ,, . . . j 1 

— t —5 etc., et Ion agirait ensuite comme dans le cas 

précédent. 

Supposons , par exemple , Téquation 

dY d* Y 
et proposons- nous d'exprimer —? -7-4 ? au moyen de 

— 9 -rj9 etc. La question se réduit ici à exprimer 

djr d^Y , dx d^x 

—r') -TT-) etc., au moyen de -7-5 -^r» etc. 

dt dt* ' «^ dt dt* 

Or on aura d'abord 



dy / dx"^ 



=v/ 



dt V dt' 



d*Y 

Pour avoir "T^j on différentiera l'équation donnée, et il 



dt 
viendra 



dx d ^x dy tP y 
dt dt^ dt dt^' ~~ 



,6 

d'où 
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dx d'^x 


dx cfx 


d^X dt df" 


dt do 


dO dy 


1 dx* 


dt ' 


y' dt' 



Une nouvelle différentiation ferait connaître -rr» et 



, , , ^- ainsi 
dt^ 



de suite. 

Ce cas est celui où l'on déterminera une courbe par 
une équation entre l'arc et l'abscisse. 

69. Cas de plusieurs ^variables indépendantes. — 
Considérons maintenant une fonction z de deux variables 
indépendantes x, j. Sa forme n'est pas connue, et l'on 
ne doit pas avoir besoin d'en faire usage ^ mais on doit 
toujours raisonner dans l'hypothèse qu'elle existe. 

La question que nous nous proposons est de déterminer 
les dérivées partielles de tous les ordres , de z par rapport 
à a: et j, au moyen de celles d'une autre fonction rpar 
rapport à deux autres variables indépendantes (f et 6 , en 
supposant qu'il existe trois équations entre x^y^ z, /', <j>, 6, 
savoir, 

(i) 1 ^('^' •^' ^> ®' ?j'') = o» ï'iC^» r» 2» ^^ rjzzio, 
I Fj(a?, r, 25, 0, <p, r) = o, 

de sorte que quatre quelconques de ces six variables peu- 
vent être regardées comme fonctions des deux autres qui 
seront entièrement arbitraires. 

Cela posé, différentions successivement r par rapport 
à chacune des variables x etj^, la seconde étant supposée 
constante \ et considérons r comme dépendant de 9 et (p , 
qui eux-mêmes dépendent de x et j". Nous aurons ainsi 

dr dr dO dr dff dr dr dB dr dff 

dx dB dx d(f dx dy dB dy d(^ dy 
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11 faut maintenant éliminer de ces équations les déri- 

, dQ do dr dB do dr , ,.^, 

vees-r-9 -T"? -1-9 -7-? -,— j -7-9 et pour cela nous ditie- 
dx dx dx djr dy dy '■ 

rentierons d'abord les équations (i) par rapporta X] d'où 



dFdO^ 
^dx 



dFd'^ 
d<f dx 



dF dr 
dr dx 



dF 

dx 



dF dz 
dz dx 



=z O 



dF.dB dFidtf 



dF.dr dFt dFxdz 
dO dx drf dx dr dx dx dz dx 



dFadO dFidff 
dB dx d(f dx 



dF^dr dF^ dF, dz 
dr dx dx dz dx 



o; 



,, , . dB do dr j, , y dz , 

d OU nous tirerons -r-i ^' -r- en lonction de -7-: et les 

dx dx dx dx 

reportant dans la première équation (2) , nous en tirerons 

immédiatement -7- en lonction de --9 -7- • 

dx dB d<f 

Diflerentiant de même les équations (i) par rapport ky^ 

et faisant usage de la seconde équation (2) , on obtiendra 

dz ^ dr dr • / • i» i • n », 

— au moyen de — » -r ; ce qui était 1 objet que 1 on s e- 



dB dff 



tait proposé. 

dr dr 

On conclurait facilement de là ^9 T ^^ moyen de 
— 5 — î par la résolution de deux équations du premier 

UX ^J 

degré 5 mais on pourrait d'ailleurs les obtenir directement 
en suivant une marche inverse. 

On passera aux dérivées partielles du second ordre en 

,.^, . dr dr , 

differentiant —9 -7- par rapport a x ^\.y ; on sera ramené 

à diflférentier —9 — par rapport à :r et j, et on les trai- 
tera comme on a traité r, ce qui introduira les dérivées 
du second ordre de r par rapport à ô et y. 
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^ > i./v/ • ^® ^h ^® ^h 

Un aura en outre a dnierenlier ^-? --? -7-5 -~5 ce 

ax dx dy dy 

qui introduira les dérivées partielles du second ordre de z 

par rapport à jt et j^, dont on aura ainsi les valeurs. 

11 est facile de voir que cette méthode s'applique à un 
nombre quelconque de variables indépendantes , et s'é- 
tend aux dérivées de tous les ordres. 

70. Nous examinerons, en particulier, le cas d'une 
fonction u de trois variables indépendantes x^ y^j z^ qui 
doivent être remplacées par trois autres variables indé- 
pendantes r, y, 0, liées h x^ y^ z par trois équations con- 
nues; dans ce cas, il s'agira d'exprimer toujours les déri- 
vées partielles de u par rapport à x, y , -z , au moyen de 
ses dérivées partielles par rapport à r, y, 0. Ce problème 
renferme celui de la transformation des coordonnées dans 
des équations aux différentielles partielles où la variable 
principale est une fonction de trois coordonnées. 

Considérons u comme fonction de 0, (p, r, et ces der- 
nières comme fonctions de x^ j^ z\ et différentions u par- 
tiellement par rapport à x, j^, ^ , nous aurons 

du dudO du do dudr 



dx dQ dx d<f dx dr dx 

.du dudO du drf dudr 

^ dy dQ dy d(f dy dr dy 

du du nO dud<f dudr 



dz dQ dz c/<p dz dr dz 

Or, au moyen des trois équations entre .r, y^ -z , 0, ç, /', 
on peut déterminer les dérivées partielles 



dQ 


dQ 


dQ 


r/(p 


d^ 


rly 


dr 


dr 


dr 


dr 


dy' 


dz' 


dx 


^/ 


dz 


dx' 


dy' 


dz' 



et, par conséquent, les équations (3) donnent les valeurs 
des dérivées partielles de la fonction u par rapport à 
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x, y^ z , au moyen de celles de la même fonction par rap- 
port à 0, <p, r. 

La résolution de ces trois équations ferait connaître 

du du du , du du du 

—i -7-) — au moyen de — 5 — ? — -, mais on pourrait 

les trouver directement par une marche inverse de la pré- 
cédente. 

En différentiant les équations (3) successivement par 
rapport k x^y^ z^ on exprimerait les dérivées du second 
ordre par rapport aux variables indépendantes d'un des 
systèmes, au moyen des dérivées du second ordre par 
rapport aux variables de l'autre •, et l'on continuerait ainsi 
indéfiniment. 

Ainsi, par exemple, en différentiant — par rapport 

à x, on serait ramené à former les dérivées partielles de 

du du du , , 1* /. . 

^' T"' T" P^^ rapport a j?, et c est ce que Ion ferait 

du du du • jî 1 1 . ^ 

en traitant —-, --9 -r-t comme on avait cl abord traite m, 
d^ ' r/9 dr ' 

ce qui introduirait les dérivées du second ordre de m par 

rapport à 0, qp, /', tout le reste étant connu. 

71. Appliquons ce procédé à une transformation qui 
se présente souvent dans les questions de mécanique et 
de physique mathématique. 

Soient oc^ j^ z les coordonnées rectangles d'un point, 
et r, , if ses coordonnées polaires , de sorte qu'on ait 
entre ces six variables les trois équations 

z = rcos5', j = rsinO sinij^, x = rsinÔ cosi|/, 

on trouvera , au moyen de la méthode que nous venons 
d'exposer, 

du du , ' , r/«cos6cos-Jy du sin-it 
= -T-sinôcos>l -f- 



dx dr ' dQ r d^ /sinô 



8o 

du 
dy 

du 
di 

dxdjr 
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du , . , ^/«cosôsinAÎ' du cos'^ 

-— sinôsinrp+ -— J~3T"~^~^' 

dr ^ dB r d^rsmB 

du dusinO 

:— -COSÔ zT- î 

dr dQ r 

d^u . , d'^u cos' ô sin >L cos^!/ d^u sin \1; cos ^ 
-— sîn'Osin^pcosi^-f--^ ; -rp. - . ,. 

r/'« sinGcos9sin^pcos^p e/^a /cos'4' — sin'\p' 
^e/erfr r d^dr \ r 

d '« (cos ' 1^ — sin * >p) cos ô ^w'sin ' ô sin >[; cos ^j; 
d^dB r'sinô «^/-j r 

rf/f /sin * \j; — cos ' >|/^ 



e/acos9sin\|/cos-d» / . ^ i \ . du /sin^^— 
?r r^ ^r^sin0-h-r-r)-}-:7rl 7-: 



sm'ô 



/i'^i* r/'tt . . flf'asmôcosGcos^ 

- — - = "TT-sm 9 cos 9 cos^p 

dxdz dr^ 



dB' r^ 

d'^u (cos '9 — sin '9) cos -.1* d^u sin} cos 9 d^ u sin^p 
dBdr r d-^dr rsin9 dBd-^ r' 

du {siïi^B — cos '9) cos ^]; du sin9cos9cos\{/ 
^ r^ dr r 

d^u . . . rf*a sin9 cosGsini; 

-— sm9 cos9sln^^ — — ^ 

dr^ dO^ r^ 

d^u [cos'^B — sin'9)sin^(; d^u cos ^^ cos 9 d^u cos-} 
dBdr r d^dr rsin9 dBd^ r' 

du (sin ' 9 — cos ' 9) sin •} du sin 9 cos 9 sin ^ 
dB r' dr r 

d'u d^u , ^ . r/2« cos'9cos='J/ û?'tt sin'i}/ 

r^=5r^ sm'9cos'^-H^ — ;:r— +51^-,":^-^ 



d^u 
dydz 



d^u sin 9 cos cos H 
2-__ 1 — 2 

r/9<f/' r 



€/■}' r*sin»9 

r/^a sinAJ/cos-} 
û^tJ»^/* r 



d ^u sin ^ cos •} r/w cos' 9 cos^ ^} -h sin ' ;} 



^tt ^ /si 



sin^:^ — 2sin'9cos'\^\ //asih\|ycos>l/ 

r'sinG / "^ ^^ r»sin'9 ' 
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r/'a sin0cos0sin = ^^ d^u siii-i/cos^t 

'2 -.;-.— ^ 



d^u sin ^^ cosJ; r/a /cos^ sin' ^I/ -h cos' -^^ 

^- 2 -— — -^ — -î- -f- -7- ■ ^ ^ 



r/Ô^-J; rUangô ^r \ r 

»in'^\ du sin\{y ( 

/ d'^ r'sii 



^// ^ /cos^'J/ — 2 sin' Ô sin' ^\ rf« sin\!y cos4^ 

4- -TT-COSO ^^ :— ^1 -^2-7 ^, 1, 

r/0 V /-'sinô y ^i; r'sin'9 



d^u d^u ,^ r/'«sin'Ô r/*/^ sinôcosô ^/^sin'^0 

;~-- COS 9 -I 9 I 

dz^ dr^ ^dQ^ r' ' dQdr r dr r 



du sin 0cos9 

2 



dO r 



i 



APPLICATI03VS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

72. Détermination des valeurs particulières des Jonc- 
tions qui se présentent sous les forâmes |, ^, oo X o, 
jQO ^ 00»^ o°. Lorsqu'une fonction est le quotient de deux 
autres fonctions de x^ et qu'une valeur particulière de x 
rend ces deux dernières nulles ou infinies , la valeur de 
la première se présente sous la forme J ou ^ , et , dans ce 

cas , on peut se proposer de déterminer la valeur vers la- 
quelle converge la fraction donnée, lorsque a: tend vers 
cette valeur particulière 5 c'est cette valeur limite, que Ton 
désigne souvent sous le nom de vraie valeur de la frac- 
tion, qui se présente sous la forme indéterminée | ou 52-, 

F (x) 
Cherchons d'abord la limite de -pj-^ lorsque x tend 

vers une valeur Xo telle que l'on ait F (xo) =o^f(xo) = o. 
Soit/{ une quantité tendant vers zéro, on aura, d'après 
Iç n" (45) , 

a* édil. 6 
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donc 

lorsque x tend vers Xq-, et, par conséquent, si F' {x^ et 
/'(xo) ne sont ni nuls ni infinis, la limite cherchée sera 

Si l'on avait encore F' [x^] = o^f (j^o) = o, la limite de 

~-T serait la même que celle de ^,,] ,S et ainsi de suite. 

Si donc toutes les dérivées, jusqu'à Tordre n exclusi- 
vement, deviennent nulles pour x = a:o, la limite cher- 

chée sera celle de jq-^ ^ et si F" [x^) etf'' (jto) ne sont ni 

nulles ni infinies, on aura, pour valeur de cette limite, 

Si Tune de ces dernières dérivées est encore nulle, la 
limite sera o si c'est F"(j:o) qui est nulle, et la fonction 
croîtra sans limite si c'esty*" (jeTo) . 

73. Supposons maintenant F(jCo) = oo , /[Xi^] = oo , 

d'où =7— x = o, 79^-r = o; on aura identiquement 

F(^o; /w 

F (a?o -h h) ___ f{x. H- h) _ f[x, -4- QA)' 
/(xo 4- /*) 1 "" F^(:co-4-Q/0 ' 

F(xo-hA) F(a:o-4-0A)» 

d ou , en représentant -j: jr par 9 (A) , 

Or, si -^TT-i ou 9 (A) 5 a une limite finie , <p(9A) aura la 
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même limite, et \,J tendra vers l'uni té; on aura donc 

Si, au contraire, l'expression —-^ tend vers o ou oo , elle 

finira , en général , par varier constamment dans le même 

sens , à mesure que x tendra vers x^ : et le facteur -ttt 

«p(A) 

sera, dans le premier cas, plus petit, et , dans le second , 

F'(x) 
plus grand que l'unité. Donc ^577-/ devient nul ou infini 

en même temps que -—-- 5 et par conséquent, dans tous les 

cas, la recherche de la vraie valeur de -—-( se ramène à 

celle de 7v4— !' 

Si donc F' (xo) elf^(Xo) ne sont ni nuls ni infinis, la 
limite cherchée sera 

F^o) 

Si les dérivées de F (x) , f(x) devenaient infinies jus- 
qu'à un certain ordre , on agirait comme dans le cas pré- 
cédent. Mais si elles deviennent toutes infinies, cette 
méthode ne sera plus applicable; et ce qu'il y a souvent 
de mieux à faire dans ce cas, c'est de remplacer x par 
XQ-^h et d'effectuer les réductions. 

Ainsi soit, par exemple, la fraction 

3 



ses deux termes deviennent nuls pour x = Xo, et toutes les 

G. 



84 COURS i»'anai.ysf.. 

dérivées deviennent infinies. Mais sî Ton pose a: = .re-+-A, 
elle devient 



3 _ I 

1 ou -— 



\//i {2x0 -h h) h* (2.r» + //) * 

supprimant le facteur commun A% il reste -y 

dont la limite est zéro quand h tend vers zéro. 

74. La valeur Xo étant arbitraire peut être supposée 
aussi grande que Ton voudra, et, par conséquent, les 
règles précédentes s'appliquent au cas où Ton a Xo == 00. 
Mais la démonstration directe ne pourrait plus se faire de 
la même manière dans ce cas, et il est bon de Texami- 
ner à part. 

Si Ton pose x' = - » on aura 

^ r 



/W 



/ 



0) 



y tendant vers zéro, il n'y aura aucune difficulté, et l'on 
aura , par la démonstration précédente , 

Hm^M = lim -^IZ = Mm ~^ 



On aura donc aussi 






X croissant indéfiniment. 



^i""^i^i^^^ 
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75. Considérons maintenant le produit 

et supposons 

F (xo) = X , /(.ro) = o ; 

nous aurons identiquement 



F(x) 
ce qui ramèuc au premier cas ; et l'on trouve alors 

Si la seconde expression rentre dans un des cas examinés, 
on la traitera par les procédés déjà indiqués. 

76. On peut encore donner une autre règle pour trou- 
ver la limite de la fraction 

F(x) 

9 

dans laquelle on suppose x infini. 

En effet , A étant une quantité finie quelconque , on a , 
quel que soit x^ 

h 

faisant croître x indéfiniment, le second membre tend 

vers F'( 00 ) , qui est la limite de la fraction — ^ ? d'après 
une des règles précédentes. Donc 

et si 5 pour plus de simplicité, on fait li-=.\ ^ 
li,n IM = lim [F(^' -4- f) - F {x)\. 

X 
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Ce théorème a été démontré d'une autre manière par 
M, Cauehy, dans son Cours (V Analyse algébrique. 

77, Considérons maintenant une expression delà forme 

F (a:)/(*) ; 
son logarithme est 

/(ar)logFW, 

et rentre dans une expression que nous avons examinée. 
Si donc on peut déterminer par les règles précédentes 
la vraie valeur de ce logarithme , dans le cas singulier où 
les fonctions logF(a:) ^l f{pc) seraient Tune infinie et 
l'autre nulle, on en conclura immédiatement celle de 
l'expression proposée. 

Examinons en particulier l'expression 

F(xr, 

dans le cas de x = oo , et supposant F(oo ) = oo. Le loga- 
rithme de cette expression est 

logF>) 

r— > 

X 

et sa limite est celle de ^ A que Ton peut traiter par 
les règles précédentes. 

Mais si l'on applique à —5 — i—i- la règle particulière du 

X 

n^ 76, on trouvera que sa limite est la même que celle de 

F(.r+ i) 



logF(a:-|- i) — logF(a:), ou log 



FW 



Donc la limite de F(j:)^ est la même que celle de 
■ . . — quand x devient infini. Cette règle avait encore 
été démontrée par M. Cauehy. 
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78. L'application de ces diverses règles conduit à quel- 
ques résultats particuliers qui méritent d'être remarqués : 

a' 

— r=: 00 pour x = 00 si Ton a a > i , 

\o%x _ 





X ' 




X log X '0 pour a: = , 

I 




1 

xe^ — 00 pour J7 = , 

1 




1 

x^ I pour X - 00 , 

r 


(Ax'* 


1 

-h Bx"-' -+-...-+- U)* X i pour 00 




x' I pour X 0, 
I « 




[{.'.osmx)^ I pour .r o, 



(1 H- xY = ^ pour X = o. 

5ene c/e Taylor pour les fonctions d'une seule 

variable. 

79. La série que nous allons faire connaître a pour 
objet de développer une fonction quelconque de la somme ^ 
X -\-h suivant les puissances entières et positives de l'une 
des parties, par exemple de h\ elle a été découverte par 
Taylor, et a conservé le nom de son inventeur. Maclaurin 
en a déduit une autre qui donne le développement d*unc 
fonction suivant les puissances de la variable , et qui a 
été employée avant lui par Stîrling. 11 sufQt, en effet, de 
faire x=.o dans la première pour obtenir le développe- 
ment d'une fonction de la variable h suivant les puis- 
sances de /i. Cette série de Maclaurin n'est donc qu'un 
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cas particulier de celle de Taylor, et c'est pour cela qu'on 

la désigne ordinairement sous le même nom. 

Soit F (j: -f- h) la fonction qu'il s'agit de développer 
suivant les puissances entières et positives de h. 

Commençons par écrire un nombre quelconque n des 
termes déduits suivant la même loi que si la fonction 
était entière et rationnelle, et désignons pary(/i) la fonc- 
tion de X et de h , qui , ajoutée à ces termes , reproduit 
F (jc -4- A) : nous aurons 

F(^ •+• h) = F(:i;) -h //F'(a:) -h — F''(.r) -f- . . . 

Les dérivées des deux membres par rapport à h étant né- 
cessairement identiques, on reconnaît sans peine que 
/ ifi) et ses {n — i) premières dérivées deviennent nulles 
pour (/i = o) , et que 

Donc, d'après une formule démontrée précédemment, on 



aura 

1 1 Ji » • » fl 

et, par suite, 

(0 \ ''^ 

^ ^^ F«- [x) H F" [x -\- Ok), 

I . 2 . . . (/î — I j I . 2 ... « 

Cette formule donne la solution de la question , et montre 
dans quel cas elle est possible. En effet, si l'expression 



1.2.. ,/l 



PREMIKBF. FAUTIF.. 8() 

tend vers zéro à mesure que n augmente, F [x 4- A) est 
la limite de la série 

F(^) H- //F' (^) -h. . . H ^^ : F«-'(a:) 4-. . • , 

I . 2 . . . (/î — I ) ^ ' 

et l'on peut poser la formule suivante, qui est celle de 
Taylor : 

H F"(x)4- 

I 2. . ./I ^ ' 

Maïs il faut bien faire attention que, d*après la formule sur 
laquelle est fondée cette série, elle ne peut être substitué(* 
à F (a: -1- h) que lorsque F(j^) et toutes ses dérivées sont 

continues entre x el x -h A , et que F" (x -i- Qh) 

X 9 é& » » » il 

tend vers zéro quand n croît indéfiniment. 

La fonction F(a:-j-/i) ne peut être développée suivant 
les puissances de h autrement que par la formule (2) \ car 
deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances 
entières et positives d'une même variable, et dont les 
sommes sont égales , quelle que soit la valeur de cette 
variable, sont les mêmes, terme pour terme. 

80. Il est facile de reconnaître que le terme 

F'.(x + Ô^,), 



1 .2. . ./i 



qui donne la valeur exacte du reste de la série , après les 
n premiers termes, tend vers zéro toutes les fois qui? 
F" (or) reste fini, lorsque n augmente indéfiniment: et 

h" 
pour cela il suffit de faire voir que tend vers 

zéro quel que soit A. En cifet, quand n aura dépassé la 
valeur de /?, et qu'on raugmcnlcra indéfiniment, Texprcs- 
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h 



sien sera multipliée par les fractions 

VM qui diminuent de plus en plus. Mais quand 

même elles resteraient égales à la première, qui est plus 
petite que Tunité, on sait que le produit aurait pour li^ 

A» 

mite zéro. Donc il en est de môme de quand n 

I .2. . .« * 

croîtra indéfiniment; et la série doTaylor peut être em- 
ployée lorsque F [x) et toutes ses dérivées sont continues 
et finies entre xetx-^-h, 

81. La formule (i) a l'avantage de donner des limites 
de Terreur commise en s'arrêtant à un terme quelconque 
de la série de Taylor. En effet , si l'on prend les n pre- 
miers termes , la quantité exacte qu^il faudrait y ajouter 

lin 
pour obtenir F (x -h A) est F" (x -f- 0A). Si donc 

on désigne par- A et B la plus petite et la plus grande va- 
leur que prend F" [x) quand x passe par toutes les va- 
leurs , àe X k x-^h^ Terreur commise en prenant les n 

premiers termes de'la série sera plus grande que ? 

f • 2 • • • /? 

et plus petite que 

I • 2 * « • '/ 

82. La formule 

F (:r -f- /i) =r F [x) -h /iF' [x) -h — F" (x) + . . . 



h 



n 



I .2. • ./I 



I .2 



n'exige aucune condition relative aux dérivées d'un ovàvc 
supérieur au n'^"^. Ces dernières pourraient être discon- 
tinues dans l'intervalle de x à x H- /i , sans que la for- 
mule cessât d'être exacte. Ainsi ce développement peut 
être exact quand on Farrète à un certain terme, et deve- 
nir inexact si on voulait le pousser au delà. 
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Supposons, par exemple, que l'on ait 



m-+-- 



F(^)=/(x)-h(x-.ro) S(*), 

m étant un nombre entier positif, et - compris entre o 

et I . Si l'on considère pour x la valeur particulière Xq , 
les dérivées seront finies jusqu'à F"* (xo) inclusivement, 
en supposant que celles de jf(aN) et <f[x) le soient; 
mais au delà elles deviendront infinies. Le développe- 
ment ne devra donc être poussé que jusqu'au terme 

pin-i f^^^ ^ç^^^ ^^ plus; et il pourra être 

complété au moyen d'un terme renfermant la dérivée 
suivante. 

83. Si, dans la formule (i) , on fait x = o, et quW 
remplace ensuite la lettre h par la lettre x, on obtient 

F(x) = F(o) 4- xF'(o)-+- — F''(o)-f-... 
(3) { 

H 7 rF«-(o)H ¥^[(èx). 

I .2. . .(/Z — l) ^ I .2. . ./l 

On peut ainsi développer une fonction de x suivant les 
puissances de a:, pourvu que cette fonction et ses dérivées 
jusqu'à l'ordre n soient continues entre o et x. Si, à mesure 

fin 

que n augmente indéfiniment , l'expression F" (0Jt) 

tend' vers zéro , la fonction F [x) pourra être exprimée 
par la formule 



x' 



(4) F {x) = F(o) -4- a:F'(o) H F"(o) 4-. . .; 

c'est-à-dire que la limite de la somme des termes du se- 
cond membre est F(x). Cette dernière formule est celle 
de Maclaurin 
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•Si on Tavail obtenue avant celle de Taylor, on en 
déduirait celle-ci en considérant F (j? -I- h) comme une» 
fonction de h et la développant par la formule de Ma- 
claurin . 

84. On peut encore développer F (x) d'après la for- 
mule de Taylor, on remplaçant x par Xq -f- {x — Xq) ; on 
trouve ainsi 

F(a;) = F(:p.)4-(:p-.ro) F'(x.) -f- ^^^^^F''(x.) -h. . ., 

et Ton peut toujours choisir Xq de telle sorte que F (xq) , 
F'(xo) , etc. , ne soient pas infinies. Mais cela ne suffira 
pas, et il faudra toujours s'assurer que le reste de la série, 
dont nous connaissons l'expression, a pour limite o. 

85. Enfin la série de Taylor a conduit Bernoulli à 
une autre forme de développement peu employée. Si l'on 
y suppose h = — a:, elle devient 

F(o) = FW-xF'(.r)-f- —F'{x) ^ F'" (x) 4-. . ., 

^ ^ ' 1.2 ^ '^ I .2.3 

d'où 

(5) F(x) = F(o)4-a'F'(x)---^F»-4.-^F'"(x)~.... 

' ^ ^ ^ ^ ' 1.2 ^ ^ 1.2.3 ^ 

Les coefficients des différentes puissances de x sont 
eux-mêmes des fonctions de X] de sorte que l'on ne 
trouve pas dans ce développement le principal avantage 
que Ton cherclie , qui est de remplacer la fonction par un 
polynôme entier et rationnel. On s'assurerait de son exac- 
titude, comme dans les formules précédentes. 

86. Il faut bien se garder de croire que les séries de 
Taylor ou de Maclaurin puissent être employées toutes 
les fois qu'elles sont convergentes*, car elles pourraient 
converger vers d'autres limites que les fonctions qu'elles 
devraient représenter. 
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I 

Ainsi , par exemple , la fonction e ^ devient nulle ainsi 

que toutes ses dérivées, pour j:=: o, et cependant elle 

n'est pas identiquement nulle. H suit de là que si F (.r) 

est une fonction développable par la série de Maclaurin , 
1 

¥ [x) -h e * , développée par la même formule, donnera 
lieu à une série convergente , mais qui représentera F (x) , 
et sera , par conséquent, inexacte. 

L'exactitude du développement ne peut jamais être éta- 
blie que par la considération de l'expression qui en com- 
plète la valeur après un nombre quelconque de termes. 

87. Autre forme pour le reste, — 11 est quelquefois 
utile de donner au reste de la série de Taylor une autre 
forme que nous allons faire connaître. 

Considérons d'abord le développement de F [x) ; nous 
pouvons poser, en remplaçant x par z -h {x — z) , 

I.2...(/l — l) ^ ' 1.2... 71 ^ '-^ 

Si Ton représente le dernier terme par f{z) , et qu'on 
différentie les deux membres de l'équation par rapport 
à z, on obtient, toute réduction faîte, 

I . 2 ...(«-— 1 ) ^ ' ^ ' 

Cette équation détermine la dérivéey' {z) de la fonction 
/(«), ou (±IZ^F"[î + 0(.r-8)], 

1 ^ • • • r • 

et donne 

/' (3) = - ip^-^Y^' p„ ^^y 

^ ^ ' I .2. . .(« — l) ^ ' 
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Or on peut exprimer /(r) au moyen de /' (z) par la for- 
mule 

et l'on peut observer que f(x) = o, pûisqu'en faisant 
z = x dans la fonction représentée par/'(^) , on trouve 
identiquement zéro. La dernière équation donne donc 

/{z) = j"^~'^" ■ (9.)-' F- [a: + 9. (z - x)], 

et l'on a ainsi une nouvelle expression du reste de la série 
qui donne le développement de F (x). 

Si l'on suppose z = o , on a le développement de Ma- 
claurin, sous la forme suivante, en faisant i — Ôj = 9 : 



x' 



F(x) = F(o) -h xF'lo) M- — F''(o) -h. . . 



I— I 



(6) . 

-f- —, X F— (o) H ^--^ : F» (0-p), 

I.2...(/î— l) ^ I.2...(/l — l) 

9 étant compris entre o et i . 

Dans le développement semblable donné précédem- 
ment , le reste est exprimé par 



I .2. . ./7 



désignant une fraction différente. La nouvelle forme 
donnée à ce reste est quelquefois plus propre à manifester 
la convergence de la série vers F {x) . 

Si dans la formule (6) on suppose F (x) = f[h 4- x) , 
on aura 






i«— « 



^ 1.2. ..(/î— l)"^ ^ ^ 1.2. ..(71— l) 



/" (/* 4- 0^^^) ; 
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OU 5 en changeant les lettres h et x Tune dans l'autre , 



\ I ' I .2 

I 
I 



A"-' 



■...■.(.--M-^"-'w^ '.v;..(.r;/ °(-^^^)> 

c'est la série de Taylor, le reste étant présenté sous une 
nouvelle forme. 

88. Appliquons les formules précédentes à quelques 
exemples. 

Soit F (x) = rt', on aura 

¥'{x) = a*\a. . .,F«(.r) = a' l»a, 
F(o) = i,F'(o) = U. .,F«(o) = l««; 

et, par suite, 

û' = 1 -4- j:1û H h... H 1 « ^*« 

i.a I.2.../I — I I.2.../I 

Le reste a^' tendant vers zéro, à mesure que n 

I 2. . ./ï * 

augmente, la série indéfinie a pour somme a'. 

89. Soit 

F(«) = l(i -hx), F'(x)=(i -h^r', 

F"(a?)= — (i -h -c)-% F«(j:) = ±: 1 .2...(/i — i) (1+ x)-», 

d'où résulte 

F(o)=o, F'(o)=ri, F''(o)=— I,..., F«(o^=_tl.2...(/î— II, 

et , par conséquent , 



x^ x^ X* . .r** 



l(i -^x) = x f-ô-— 7" -H. . .±: — (i 4-M-".. 

2 i 4 ^ 

La série serait composée de termes indéfiniment croissants 
si l'on supposait x'^ i , parce que la limite du rapport 
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d'un terme au précédent est x^ lorsque leurs exposants 
augmentent indéfiniment {^voir à la fin la Note sur les 
séries) . Il suffit donc de s'assurer si le reste tend vers zéro 
(£uand on a a: <^ I ; et pour cela il faut distinguer deux 

cas. Si X est positif, on a — <C i ? si a: •<] 1 5 et par 

conséquent le reste tend vers zéro, et la série converge 
vers l(i + x). 
Si X est négatif et qu'on le représente par — ^ , le reste 

• — jYu ^^ se présente pas sous une forme propre à 

faire reconnaître s'il tend vers zéro \ parce que Ton n'aper- 
çoit pas lequel est le plus grand des deux termes de la frac- 
tion r- • Mais si l'on prend la seconde forme que nous 

avons indiquée pour le reste, on trouvera pour le cas 

actuel -— ~ — 9 ou, abstraction faite du siffne, 

(1 -f-ôjr)" ' ^ ' 






03 



Z — — Bz 
Or la fraction r- est moindre que Tunité si z <^ i 5 

I -^- vZ 

donc le reste tend vers zéro et la série représente 1 {i-\-x). 
Cette série peut donc être employée pour toutes les va- 
leurs de X comprises entre -h i et — 1 . 

90. On peut obtenir des séries plus convergeâtes que 
la précédente et plus applicables au calcul des logarithmes. 

Si dans la formule 

1 (l + x)=:x h^- V 

2 6 

on change x en — x, on obtient 

I(l — jc)rr — X ~ V» 
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et , en retranchant la seconde de la première, 



II 

Posant 


^x \ 

X I 
- —— t -i- ..-• 


' 3 
d'oii 

I 


' 5 

X - 

I 


-r . • • !• 

I 


I — 
il vient 


— - » "1 9 

X X 


2/ -h I 

I 



)' 



,..]• 



Cette série très-convergente donne la différence des lo- 
garithmes de deux nombres entiers consécutifs, et fait 
ccmnaitre, par conséquent, les logarithmes de tous les 
nombres entiers depuis l'unité. 

Connaissant les logarithmes dans la base e , on les ob- 
tiendrait dans toute autre base, en les divisant par le loga- 
rithme de Ja nouvelle base pris dans la base e. 

Nous ferons connaître plus tard des procédés plus com- 
modes pour la construction des Tables de logarithmes. 

91 . Soit maintenant 

F(x) = (i -^a^)^ 
on aura 

F'(x)=/w(i4-a:)'*-',..., F«(x) = w(/w — i)...(w—/t-|-i) (i-f-^r)'»-", 

et, par suite, 

/ V m [m — i) 

^ ' 1.2 

I .2. ./î ^ 

Pour que la série indéfinie représente ( i -h x)"*, il est d'a- 
bord nécessaire qu'elle soit convergente. Or le rapport du 

terme de rang p au précédent est x , et tend 

vers — X à mesure que p augmente ^ donc la série n'est pas 
convergente si x est en dehors des limites -f- i et — i . Il 
2* édit. 7 
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suffit donc de reconnaîire si le reste tend vers zéro pour 
toutes les valeurs de x comprises entre ces limites. 
Ce resle peut se décomposer dans les deux facteurs 

m [m — i). . .(/w — n ~\- i) 



I «2 . . ./? 



x" et (i -H Ox)*"-". 



Le premier tend vers zéro, parce que si n augmente 
d*une unité, il se trouve multiplié par x qui s'ap- 
proche de plus en plus de — x dont la valeur absolue est 
moindre que l'unité *, et quant au second facteur . - * v-„9 

si Toii suppose d'abord-x positif, il terid aussi vers zéro, 
à moins que ne s'approche indéfinimetit de zéro 5 riiaîs 
dans tôiisles cas ce facteur feste plus petit que Tunité, et, 
par conôéqueùt, lé reste de la série tend vers zéro. Donc 
elle représente (é -h x)**" pour toutes les valeurs de x com- 
prises ttilre o et H- I.. 

Mais sî X est négatif, rien ne prouve que le second fac- 
teur ne croîtra pas indéGniment avec n , et cela arrivera 
même certainement, à moins que ne tende vers zéro^ 
car l'expression (i -f- 6a:)" tendrait vers zéro si la frac- 
lion. I -h to ne s'approchait pas indéfiniment de l'unité. 
Il faut alors avoir recours à la seconde forme du reste , 
qui est 

m [m — i). ,[m — w -(- i).r"(i — &)"" 



I 



. 2 . . . (/t — I ) 



(l H- Ôj:)"'-". 



Le facteur — ^ — ^ — tend encore vers zéro; 

1.2...// — I 

l'autre facteur devient, en remplaçant x par — Zy 
Or on a <^ i, puisque z <^i : donc ( —^0 
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tendra vers zéro, à moins que ne tende aussi vers zéro; 
et dans ce cas môme cette expression est toujours moindre 
que l'unité, ainsi que (i — 0z)'"""*. Donc le reste delà 
série tend vers zéro , et , par conséquent , cielle-ci peut être 
employée pour toutes les valeurs de x comprises entre 
-f- i et — I. 

92. En prenant successivement F ( j: ) = sin x , 
F(jc) = cosj:r, on est conduit aux séries suivantes, qui 
sont exactes , quel que soit x : 

x^ x^ x'' 

1.2.3 1.2. 3. 4-5 1.2.3.4-5.6.7 '"*' 

X^ X* x^ 

1.2 1.2.0.4 I .2 0.4.5.0 

Elles supposent le rayon égal à l'unité, c'est-à-diie que x 
désigne le rapport de Tare au rayon du cercle; et sinx, 
cosj: désignent les rapports des lignes auxquelles elles 
se rapportent, à ce même rayon. Dans le cas où il se- 
rait désigné par R, on remplacerait dans les seconds 

membres x par ^^ R étant le rayon ; et dans les premiers, 

sm X ces X 
sino: et cosx par -^5 ~s — Quelque grand que soit x^ 

les termes finissent par aller constamment en diminuant: 
et comme ils sodt alterhativement positifs et négatifs, 
l'erreur commise en arrêtant la série à ;in terme quel- 
conque est moindre que le suivant. 

93. Considérons maintenant des fonctions de a: -f- A, et 
soit d'abord F (a:) = x"* ; on trouvera , quel que soit m , 

♦ . # m (m — i)'. . 
^ 1.2 

m (m — I ) . . m — « -h 2 . , 

1.2 ... (n — I j 

m, , .(m — n -h i) , , , , , 

I *> . /2 
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Le rapport du teime de rang p au précédent est > 

h 
et tend vers quand p augmente indéfiniment*, la série 

ne sera donc convergente que si Ton a A<^ x, abstraction 
faîte des signes. Quant au reste, on reconnaîtra, comme 
dans le cks de (i -h xY\ que si h est compris entre -h x 
et — X, il tend vers zéro ; et la série représente par con- 
séquent (jc-h h)"\ 

94. Soit encore 

F (a) =r log a:, 
d'où 

F'(^)rr: î:^',..., F« (.r) = ± I . 2 . . . {« — l)^^^; 

on trouvera 
\oaU-^h)=z\ogx-\-\oi^e\ -4-... ±-7 tt- • 

La convergence de la série exige encore A <^ a: 5 dans ce 
cas, on reconnaîtra, comme dans le cas de log(i-l-x), 
que le reste tend vers zéro, à mesure que n augmente, et 
que, par conséquent, log (a: -f- A) peut se développer 
par la formule de Taylor, loogque h est compris entre 
-4- a: et — x. 

On déduirait le développement de log [x -I- li) de celui 
de log ( I -\- x)y en observant que 

log(a; 4- //) — log^ = log ( I -f - j ^ 

et de même on aurait déduit le développement de (:t:-f-A)'" 
de celui de (i + a?)'", en observant que 

/ A*" 

(.r + /*) *" — •^''" ( * "*" ~ ) • 

On développerait aussi a'+'*, en remarquant que 

a^^rh __ ^T _ a'{a^ — i), 



4. 4, c 
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• 

et il resterait à développer a^ par la formule donnée ci- 
dessus. 

95. Extension de la formule de Taylor aux fonctions 
de plusieurs variables, — Proposons-nous maintenant 
de développer F(x -h A , J -^^ suivant les puissances de 
h et fe , F (x, y) étant une fonction donnée. Pour cela 
nous considérerons d'abord la fonction Y [x-\^ht ^y-^-kt)^ 
et nous la développerons suivant les puissances de t par la 
formule de Maclaurin : il suffira ensuite de faire ^= i pour 
avoir le développement cherché. Or, pour avoir les coeffi- 
cients des différentes puissances de î, il' faut prendre les 
dérivées successives de F {j:-+- Aï , y-^ht) par rapport à f, 
puis y faire t = o. On trouvera par la règle des fonctions 
composées de fonctions linéaires, en entendant que dans 
toutes les dérivées partielles de F (ic, y) on remplace x 
al y par x -\-ht^y -\- ht , 

dt dx dy 

d'F d'F ,^ d'¥ ,, d'Y .^ 

= - — A' H- 9. -7—7- /'^ 4- -1 — P, 

dt^ dx' dxdjr dy' 



d^Y d"Y , d"Y ,„ ,, . d"F , 

dr* dx" dx^'-^dy dy" 

Si l'on fait t = o dans toutes ces dérivées partielles , elles 
deviennent celles de la fonction même F (a:, y). On aura 
donc 



- — h"-{-. . .-f— r— X" 

1.2.. ,n\dx" dy" 



-h . . . - . , 

X et y étant remplacés par x -f- 0ht et y -h 9kt dans le 
coefficient de f/\ Faisant maintenant « = i , on aura le 
développement cherché : 



' 



io:>. 
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pourvu que toutes les dérivées partielles, jusqu'à Tordre n 
inclusivement, soient continues entre x -f- h et j H~ ^• 

On aurait une formule analogue si au lieu de F (a?, j) on 
avait une fonction d'un nombre quelconque de variables. 

Pour que cette série, poussée indéfiniment, représente 
F (a: -f- /«, j" -h fc) , il faut que l'ensemble des termes qui 
expriment le reste tende vers zéro; et l'on pourra s'en 
assurer en prenant la valeur.de qui rendrait ce reste le 
plus grand possible , et cherchant si celte valeur maximum, 
tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment. Quand il 
arrivera'que chaque terme du reste tende vers zéro, quel- 
que valeur qu'ait B entre o et i , il sera prouvé que le 
reste lui-même diminue indéfiniment; et la fonction 
F [x -\- h^j -\-1\) sera développable en série suivant les 
puissances entières et positives de h et A*. 

96. Si dans la formule précédente on fai t jr == o, j^ = o , 
on a le développement de F (li , fc) ; et si l'on change h et h 
en X et y^ on obtient ^ 



-I- 



d"F X n 



dx" 1.2 . .« 









rf"F r" 



•^ fax, 6r 

Dans toutes les dérivées partielles de F (x^j) on doit 
remplacer x etj par o, excepté dans les termes du reste, 
où ils doivent être remplacés par 6x^ 9j. Si ce reste tend 
vers zéro quand n augmente, F (x, y) peut se développer 
en série indéfinie suivant les puissances de x et y. On a 
ainsi la formule de Maclaurin étendue aux fonctions de 
deux variables ; et on Tétendrait semblablemcnt auxjfono 
tions d'un nombre quelconque de variables. • 

Les deux formules (i) et (i) peuvent être écrites comme 
il suit, a, «1,..., «„ tendant vers zéro avec // et h : 
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• Des maxima et minima des fonctions d'une seule 

variable. 

97. On dit qu'une fonction F (x) prend une valeur 
maximum pour la valeur Xq de x, 'lorsque x croissant ou 
décroissant à partir de Xo dans un intervalle déterminé , 
quelque petit qu'il, soit, la fonction ¥ {x) est toujours 
moindre que F(xo). La valeur de la fonction est minimum 
lorsque, dans les mêmes circonstances, F(x) est toujours 
plus grand que F (xq) . 

Il résulte de là que , pour que Xq donne un maximum 
ou un minimum pour F {x) , il est nécessaire et suffisant 
que F (xo -h h) — F (xq) soit constamment négatif on 
constamment positif, quel que soit le signé de h , pourvu 
que sa valeur soit suffisamment petite. Il n'y a de règles 
générales, pour s'en assurer, que quand F' (x) est con- 
tinu dans le voisinage de Xq , et c'est le seul cas que nous 
examinerons . 

On aura alors 

Lorsque h tend vers zéro, F' (xo-h9A) tend veVs F' (x^ ; et 
si cette dernière valeur n'était pas nulle, le second membre 
changerait de signe avec h\ la différence F (tq 4- A) — F(jro) 
ne serait donc pas de signe constant, quel que fut le signe 
de A , et par conséquent F [x) ne serait ni maximum ni mi- 
nimum, pour X = JTo- Uiie condition commune au maxi- 
mum et au minimum est donc F' [x^ = o , et c'est seule- 
ment parmi les racines réelles de Féquation F' (jc) = o 
qu'il faut chercher les valeurs de x propres à rendre F (x) 
maximum ou minimum. La valeur x^ étant ainsi choisie, 
on aura 

F {x, 4- //) - F {x,) = —- F ' {x, -h Oh), 

1 • ^ 
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La limite de F" {xq -h Oh) est F" (xq) lorsque h tend vers 
zéro, et si F'' (xq) n'est pas nul, il est évident que po*ir 
toutes les valeurs de h positives ou^négatives, comprises 
danjs des limites suffisamment petites , le second membre 
et, par suite, la différence F (xo-hh) — F [xq) conservent 
toujours le mèpae signe. La valeur F(j:o) est donc maximuip 
OH mj^i^ium, EUe est qiaxipium Jorsqiie l'on 4 F''(xp)<^o, 
et mini muni si F'' {x^) ]> o. Mais si par hasaixl on a 
F''(xo) = Q, on ne peut plus rien conclure, et il faut 
mettre la différence sous une autre foryne. On pourra écrire 
dans ce cas 

F (.r„ -h /i) - F (jc,) = -J^ F '" (.^0 H- Qk), 

I • 2 • o 

et comme A' change de signe avec h , on voit que si F'"(jCo) 
n'est pas nul, la différence changerait de signe avec h] 
il n'y aurait donc ni maximum ni minimum. 
Mais si F'''(xo) = o, on a 

F(xo -+- h) — F(^o) = '-X-7 F'^(.ro + ÔA), 

1.2.0.4 

» 

et il est clair que si Ton a F'''(j:o) <C ^1 ^^ différence est 
constamment négative, et F(j^o) sera maximum 5 tandis 
que si Ton a F" (a?o) ^ o? elle sera constamment posi- 
tive , et F[xo) sera minimum. 

Les mêmes raisonnements étant continués jusqu'à ce 
que Ton obtienne une dérivée qui no devienne pas nulle 
pour 0? = JTo , on arrive à celte conclusion générale , que , 
pouf^ (fue Xo rende maximum ou minimum une fonction 
dont les dévissées sont continues ^ il faut que cette va- 
leur de X annule un nombre impair de dérii^ées consé- 
cutiues^ à partir de la première^ et lorsque cette con- 
dition est remplie, on a un maximum, si la dérii^éc 
suivante est rendue uégaU\'e par cette valeur de x, et 
un minimum si clic est positii^e. 
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La recherche des maxima et miiiima est ainsi ramenée 
à la détermination des dérivées d Vne fonction d'une senle 
variable, et des racines réelles d'une équation à une in- 
connue. 

Si cette fonction n'est pas donnée d'une manière expli- 
cite 5 on formera ses dérivées par les règles connues , puis 
on appliquera la théorie qui vient d'être exposée, et qui 
est indépendante des moyens à employer pour former ces 
dérivées. Nous allons montrer quelle est, dans ce cas, la 
marche du calcul. 

98. Cas des fonctions implicites. — Considérons une 
fonctioi^ liée km — i v^^^ables par m — i équations 
données : soient, pour fixer les idées, les trois équations ' 

Y{x,x\zy u)^o, F, (.r, j, z,«) = o, F, (a;, /, z, u)== o, 

u étant la fonction dont il faut trouver le maximum ou le 
minimum. 

En les différentiant, on trouve 

^F ei¥ dy d¥ dz d¥ du 

_|_ _1_-J-. |_ :^^ o 

dx ' dy dx dz dx du dx 

flfF, rfF. dy (/F. dz ^ dF, du _ 
^ dx dy dx dz dx ' du dx 

d¥, d¥^ dy dF-, dz dF, du 

H j ;-.= o; 



\ dx dy dx dz dx du dx 



d'Y dz 

au moyen de ces équations , on éliminera -j^? — ? et la va- 



leur de -7- qu'on en tirera, devra ensuite être égalée à zéro ; 
ou, plus simplement , on remplacera — par zéro dans ces 



dy dz 

équations, puis on éliminera -~5 — entre les [équations 
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résultantes, qui sont 

d¥ , d¥ dy d¥ dz _ 



dx dy dx dz dx 

,dYy d¥, dy dF, dz 
(2) < -H L .ji._| = 0, 

^ dx dy dx dz dx 

dF2 d¥2 dy dF^ dz _ 



dx dy dx dz dx 

Eliminant -y- ^^ -j"» ^^ obtiendra une équation qui, jointe 

aux trois autres F = o, Fi=o, Fg^o, déterminera 

.r, y, z, u. 

On différentiera ^e nouveau les équations (i) et Ton 

d^u 
obtiendra la valeur de -y-^^ on y substituera les valeurs 

trouvées de j:, /, 2, u, et Ton reconnaîtra au signe de 

cette expression, s'il y a maximum ou minimum. Si l'on 

d^u 
avait -;— - == o , on chercherait les dérivées suivantes de u 
dx^ 

par rapport à x, et Ton y appliquerait la théorie précé- 
dente. 

« 

dy dz 

'99. Pour éliminer —?— des équations (2) , on peut 

se servir de la méthode des multiplicateurs. Pour cela on 
multipliera les deux dernières par des facteurs indéter- 
minés ^ , |tx , et on les ajoutera à la première ^ puis on éga- 

d'V dz 

Icra à zéro les coefficients de -^9 -7-9 et le terme indépen- 

dx dx ^ 

dam: ce qui conduit aux trois équations 

dF dFj^ dFj _ 

dx dx dx 

dF r/F. dF, 

A — h p -7— = O , 



dy dy dy 

dF dF, dF, 

-H > — - + ^. — - = o 
dz dz ' dz 
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d'où Ton éliminera 1 et fJL\ ce qui conduira , comme on le 
sait par les théories de Talgèbre, à la même équation que 

si Ton avait éliminé autrement -f^, -—. Ce procédé de cal- 

cul a souvent des avantages sur Tautrç. 

100. Considérons maintenant une fonction de m va- 
riables , liées par m — i équations : ce cas renferme le 
précédent , qui s'en déduit en supposant que la fonction 
se réduise à l'une des variables. Soient, par exemple, les 
trois équations 

F(x, 7, 2, «) = 0, F,(x,7, z, a) = o, F.,(a:, /, z, «) = o, 

et soit proposé de trouver le maximum de la fonction 
f[oc^y^ z,u). Dans ce cas aux équations (i), dans les- 
quelles — ne serait plus zéro , on joindrait la suivante : 

df dfdy dfdz dfdu 

dx dy dx dz dx du dx ' 

et de ces quatre équations on «éliminerait ^ > -7-5 — • 11 
* * dx dx dx 

en résulterait une équation entre x^y^ z^u^ qui, jointe 

aux équations données, déterminerait ces quatre quantités . 

On chercherait ensuite la dérivée seconde àef{x^y^ z, u) 

fl^Y d^z d^u 
par rapport à x ^ elle renfermerait y-jj -— 9 ■— , qui se- 
ront faciles à trouver au moyen des trois équations (1); 
et l'on reconnaîtrait, au signe de cette seconde dérivée, 
si la fonction^ (x, y^, -z, u) est minimum ou maximum. 
On peut remarquer que les équations entre lesquelles 

on a à éliminer -—5 -7- , -r- seraient les mêmes si l'on avait 

dx dx dx 

à chercher le maximum de Tune des fonctions F, Ft, F,, 

les deux autres étant égales à zéro , ainsi que/1 
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Des maxima et minima des fonctions de plusieurs 

variables. 

101 . On dit qu'une fo&ction F (x, y) des deux variables 
indépendantes a:, j^ acquiert une valeur maximum, pour 
certaines valeurs, Xo^y^^ dex etjj lorsqu'en changeant 
ces variables en ^o -1- ^^/o H- ^ 9 A et k étant des quan- 
tités arbitraires comprises entre o et des limites positives 
ou négatives aussi petites que l'on voudra , la fonction est 
constamment moindre que pour les valeurs Xq^ y^. Si , au 
contraire, elle était constamment plus grande, on dirait 
qu elle est minimum pour ces mêmes valeurs. 

D'après cela, la différence 

F(x-h/i, r 4-^) — F(a:,/) 

doit être constamment négative, quels que soient les va- 
leurs et les signes des quantités infiniment petites A et A, 
si F (x, y) est maximum 5 et elle doit être constamment 
positive dans le cas du minimum. De sorte que ce sera un 
caractère commun au maximum et au minimum^ qu'elle 
soit invariable de signe. 

Nous ne considérerons que le cas où la fonction et ses 
dérivées, jusqu'à l'ordre dont on aura besoin, sont con- 
tinues. Les cas de discontinuité ne donnent pas lieu à des 
règles générales , et se discuteront suivant la question . 
D'après utie formule précédente, nous aurons , en dési- 
nant par a , «i des quantités infiniment petites , 



g 



Si — et — sont différents de zéro , le signe du second 
dx djr 

membre, lorsque h et A tendront vers zéro, finira par être 
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constamment le même que celui de 

dx dy 

• • Or cette expression change de signe si Ton change h et A 
de signes, sans changer leur grandeur •, donc Y{x^y) ne 
serait ni maximum ni minimum, et, par conséquent, pour 
qu'elle puisse être l'un ou l'autre, il est indispensable 
que l'expression précédente soit nulle 5 comme h cl ft sont 
indépendants l'un de l'autre, on devra avoir 

^F _ r/F __ 

dx "* dy 

Si ces conditions sont remplies, on aura 



F(x4- /i, j + h) ~ F(^, j)= i^^")- 



2 






d'¥ \ A' 



et si les trois dérivées du second ordre ne sont pas toutes 
rendues nulles par les valeurs a:,j', le signe du second 
membre, et par suite de l'accroissement,* finira par être 
le même que celui du trinôme 



d'F h^ d'F ,, d'F A^ 



dx^ 1 dxdy dy^ 2 

11 faut que cette expression soit constamment négative, 
quels que soient hei k^ pour que F [x^ j) soit maximum , 
et constamment positive pour qu'elle soit minimum. Si 

on la divise par — ? ce qui n'en change p3s le signe, on 

obtient 

d'^F fkV d'F ik\ d'F 

dx' *' 



fPFUy d'F /Â\ 



112 COURS d'analysk. 



et pour que ce trinôme ne change pas de signe, quel que 
soit jt et ne soit jamais nul , il faut que Ton ait 

\dxdx) ^dx"" "dy^^ 

d^Y d^Y . 
condition qui entraîne que -j-^ et -^ soient de même 

signe. 

Si elle est satisfaite par les valeurs de x etj tirées des 

deux équations 

dY dY 

d^Y d^Y 
la fonction F (or, y) sera maximum si -; — et -; — sont né- 

^ '^^ dx^ dy"" 

gatifs, et minimum s'ils sont positifs. 

Si les trois dérivées du second ordre étaient nulles, il 
faudrait que toutes celles du troisième le fussent , et que 
le signe d'un polynôme du quatrième degré par rapport 

X* 
à j fût constant : ce qui conduirait à des conditions plus 

compliquées. On continuerait semblablement si les déri- 
vées du quatrième ordre étaient encore toutes nulles. 

102. Ces raisonnements s'étendent facilement à une 
fonction d'un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes \ seulement les conditions se* compliquent de plus 
en plus. Dans le cas de trois variables par exemple, on 
aura les trois équations 

dY dY dY 

et il faudra que le polynôme 

û?x- dy^ dz^ 

d'Y ,, d'Y ,, d'Y ,, 

dxdy dxdz dydz 
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soit constamment de même signe , quels que soient A, fc , h 

Pour exprimer cette condition, on divisera d'abord par A '^ 

If l 

et si Ton pose - = /^, â ^^ ^' ^^ *^^^ "^ polynôme de la 

forme 

Agr» -h B/>» -f- 2C/?^ + 2Dçr -H 2E/? 4- F. 

En le considérant relativement à la variable q seulement, 
il faudra , pour qu'il ne change pas de signe , que l'on ait , 
quel que soit ^, 

(C* — AB)/?» -4- 2 (CD — AE) p 4- D« ~ AF < o. 

On posera sans difficulté la condition pour que ce poly- 
nôme soit de même signe quel que soit/^, et Ton y ajou- 
tera , pour qu'il soit négatif, 

C» — AB < o. 

De même que le cas de deux indéterminées/;, q se ramène 
à une seule , on ramènerait celui de trois à deux , et ainsi 
de suite. 

103. Cas d! une fonction implicite. — Proposons-nous 
de trouver le maximum d'une fonctiony*(a:5 j", z) en sup- 
posant les variables x^y^ z liées par une équation 

Y{x, x,z) = o, 

en vertu de laquelle z est une fonction implicite des 
deux variables indépendantes x^^y* 

La théorie précédente exige que les dérivées partielles 
dey(x, y^ z) par rapport à x et ^ soient nulles séparé- 
ment^ ce qui donne 

dx dz dx ' dy dz dy ' 

équations dans lesquelles on mettra pour — 5 -j- leurs va- 
2« édiu 8 
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leurs tirées des deux suivantes: 



^F dFdz (IF dFdz 

= o, - — I — — ---=:o. 



dx dz dx dy dz dy 

On aura ainsi deux équations entre x,y, z ^ qui, jointes 
à Y(x^y^ z) = o, détermineront x^y^ z. On formera en- 
suite les dérivées partielles du second ordre à.ç^ f{x^j^ z) : 
elles dépendront de celles de z , qui seront déterminées 
par les règles de la différentiation des fonctions implicites 
à deux variables. 

En général, quel que soit le nombre des variables qui 
entrent dans la fonction , et le nombre dés équations qui 
les lient, il suffira de reconnaître les variables indépen- 
dantes , et d'égaler à zéro les dérivées partielles de la fonc- 
tion par rapport à ces variables. Les équations qui en 
résulteront, jointes aux équations données, seront tou- 
jours en même nombre que les variables , et les détermine- 
ront. On formera ensuite facilement les dérivées partielles 
successives de la fonction par rapport aux variables indé- 
pendantes , et on les soumettra aux épreuves établies dans 
la théorie précédente. 

104. On peut donner une autre forme au calcul du 
maximum ou du minimum d^une fonction de r?i-h n va- 
riables , liées par n équations , ce qui est le cas le plus 
général. 

11 y a alors m variables indépendantes, et l'on devra 
égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction par 
rapport à chacune d'elles ; ce qui revient à dire qu'on éga- 
lera à zéro la différentielle totale de cette fonction , quelles 
que soient les valeurs des différentielles indépendantes. 
Et , pour cela , on tirera des équations données les valeurs 
des différentielles des variables dépendantes en fonction 
de celles des variables indépendantes; on les substituera 
dans la différentielle totale de la fonction proposée, puis 



I 
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on égalera à zéro les coefficients de toutes les différen- 
tielles qui y seront restées. 

Soity^la fonction des m-\- n variables x, y^, r , m, etc., 
*qui sont liées par les n équations 

L=:0, M = O, N=rO,..., 

on aura les n + i équations suivantes * 

df ^ df ^ df ^ 

-^ dx ^ ^ dy -^-f- dz -h...=:o, 

dx dy dz 

dL ^ dh _, dh ^ 

-— rfjc -h -^ rt/ -h -7- rfz H- . . . = G , 

dx dy dz 

dx dy -^ dz ' 

-— ^jr -+--— rfj 4- "T" "^ ■+••••= o > 
dx dy dz 



et l'oli doit tirer des n dernières les valeurs des ditréren*» 
tielles des n variables dépendantes , les reporter dans la 
première , et égaler à zéro les coefficients des m différen- 
tielles arbitraires qui y resteront. En d'autres termes , il 
faut éliminer n différentielles de ces n-h 1 équations , et 
égaler à zéro les coefficients de celles qui subsisteront dans 
l'équation finale. 

Pour faire cette élimination , on multipliera les n der- 
nières équations par des facteurs indéterminés A, fx, v, etc., 
on les ajoutera à la première , et l'on égalera à zéro les 
coefficients des n différentielles des variables dépendantes, 
ce qui déterminera X, |ut, v, etc., puis on égalera à zéro 
les coefficients des m autres variables 5 ce qui revient évi- 
demment à annuler les coefficients des w-h/i différentielles, 
après l'addition des équations, et à éliminer X, fx, v, etc., 
de ces m-h n équations 5 ce qui conduira à m équations 
entre x, /, z , etc., qui , jointes aux n équations données , 

8. 
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déterminent les valeurs de ces variables qui peuvent don- 
ner les maxima et minima de la fonction proposée. On 
les distinguera ensuite au moyen des secondes dérivées 
partielles de la fonction, comme nous l'avons fait con-* 
naître ci-dessus. 

On peut remarquer que le calcul serait le même si Ton 
s'était proposé de trouver le maximum ou le minimum 
absolu de y-+- XL -h julM-j- ..., en ayant égard ensuite 
aux équations L = o , M = o. 

Application à quelques exemples. 

105. Trouver le minimum de x*. . . a: = -; 

e 

Cl' I 

Minimum de — • • . x = 7- i 

X la 

\x 
Maximum de — , • • • a: = e. * 

X 

Partager un nombre en trois parties x^y^^ z^ telle's que 

X r z ' 
x"'y" z^ soit maximum, . . . — =- =-• 

■ --' ' m n p 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL 

DIFFÉRENTIEL. 



Tangentes et normales aux courbes planes. Expression 
générale de la longueur de la tangente, de la sous- 
tangente, de la normale et de la sous-normale, 

106. On appelle, en général , tangente à une courbe la 
limite vers laquelle tend la direction d'une sécante qui 
passe par un point constant de cette courbe, et dont un 
second point d'intersection se rapproche indéfiniment du 
premier. 

Les anciens donnaient des définitions moins générales 
de la tangente : on les a abandonnées , à cause du grand 
nombre d'exceptions auxquelles elles donnaient lieu. 

Si l'on désigne par F(x, j)=o l'équation d'une 
courbe quelconque , et par x\ y les coordonnées du 
point de cette courbe, auquel on veut mener une tan- 
gente, l'équation de la sécante menée par ce point et par 
celui dont les coordonnées sont x'-f- Ax', j'-l- A^', et 
qui appartient aussi à la courbe , sera , dans un sys- 
tème quelconque d'axes , 

A mesure que le second point d'intersection se rap- 
proche du premier, — ;• tend v:ers la dérivée dey par rap- 
port à j:; il existe donc une direction limite pour la 
sécante, et l'équation de celte droite que nous appelons 
tangente est 
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Le coefficient ^^- sera déterminé en fonction de x\y\ 
d'après les règles du calcul différentiel , au moyen de 

dr' dx' 

l'équation Y(x^y) = o, qui donne -^, = — — - 

dp 
L'équation de la tangente devient ainsi 

107. On appelle normale la perpendiculaire à la tan- 
gente, menée par le point de contact. Si les axes sont 
rectangulaires , son équation sera 

7--j' = — -p:;(jf — jt'), ou j— ^'=: — ^(^-x'), 

dl' 
ou encore 

Si les axes des coordonnées font entre eux un angle 
quelconque 6, Féquation de la normale aura la forme 
suivante : 

/dF dF \ , IdF dF \ 

(^-•^' ' (z? -^' *=*»»«) -("-*') W' -di' '=»'' V = "" 

Si les coordonnées x'^y' n'étaient pas données et que 
la tangente, ou la normale, fût assujettie à passer par un 
point donné, ou bien à être parallèle à une droite don- 
née, on obtiendrait immédiatement, d'après les équa- 
tions précédentes , une équation entre x'^ y , qui , jointe 
\ celle de la courbe, déterminerait ces deux inconnues. 
Si , au lieu de chercher les solutions réelles de ces deux 
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équations, on construisait les lieux géométriques qu'elles 
représentent, en y regardant x\y' comme variables, les 
points d'intersection de ces lieux, dont l'un est la courbe 
proposée, seraient les points de contact cherchés. 

108. On appelle sous - tangente et sous^normale les 
parties de Taxe des x comprises respectivement entre le 
pied de l'ordonnée du point de contact et les points où cet 
axe est rencontré par la tangente et la normale. Elles ont 
pour expression la valeur de x — x' relative a y = o dans 
les équations respectives de la tangente et de la normale. 
Elles seront dirigées vers les x positifs ou négatifs, à 
partir du pied de l'ordonnée , suivant que x — x^ sera po- 
sitif ou négatif. 

Nous appellerons longueurs de la tangente et de la 
normale les parties de ces lignes comprises entre le point 
de contact et les points où elles coupent respectivement 
l'axe desx. 

Il est facile d^oblenir l'expression de ces différentes 
lignes. Nous supposerons, pour plus de simplicité, les 
axes rectangulaires , et nous représenterons par T la tan- 
gente, par Nia normale, par S^ la sous-tangente, et par 
S„ la sous-normale. Cela posé , on trouvera facilement les 
formules suivantes : 

dx' 



109. Si Ton applique toutes ces formules à l'ellipse et 
à l'hyperbole, renfermées dans l'équation 

. w 7 
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on trouvera les résultats suivants : 

> équation de la tanfi;eQte; 
à*4:'(/— j')rpï*j'(a: — x' ) = o, équation de la normale;. 

^t — ; 5 On = 



y/ j 

T = ^, V^fl^j'^'-f-à^a;'», Nr= ^^s/a^'^-h b*x'\ 

110. Si Ton considère la parabole ayant pour équation 
y^ = 2px, on trouvera 

(x — y)X^ — p(^ — x^):=^o] , . , ^ 

^ J équation de la tangente; 

ou jrx'=p{x'i'x') ) 

y' 

y — y^ =- {x — j?'), équation de la normale \ 

111. Considérons maintenant la logarithmique ayant 

pour équation y=al — ; a et m sont des lignes données y 

et les logarithmes sont relatifs à la base de Neper, ce qui 
ne diminue en rien la généralité de Féquation. On aura^ 



dans ce cas : 

^ = ? • 
dx X ' 

a 

X 

t 



y — jr' = — 7 (x — «'), équation de la tangente \ 



y — y' = {x — x')^ équation de la normale ^ 






O/ •— X \ — 9 0,1 j- j— 



m XX 
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Si l'on prend la sous-tangente et la sous-normale sur 
Taxe des j^ au lieu de l'axe des x^ elles auront pour expres- 
sion la valeur dey — y' relative à a: = o. 

On trouvera ainsi 



x" 



S/ — — a j Su — 

a 

112. Considérons encore la courbe nommée cycloïde , 
qui jouit de plusieurs propriétés très -remarquables. 

Elle est engendrée par un point de la circonférence 
d'un cercle qui roule , sans glisser, sur une droite indé- 
finie à laquelle il est tangent. Elle se compose d'une infi- 
nité de branches superposables^ ayant chacune pour base 
une partie de la droite égale à la circonférence du cercle 
mobile. 

Prenons la droite doniiée pour axe des x, et l'origine 
en un quelconque des points où elle est rencontrée par la 
courbe. Soient B [fig* i) le point de contact du cercle gé- 
nérateur avec l'axe des a:, et l'arc MB égal à AB; le point 
M appartiendra à la cycloïde. Désignons par (ù l'angle 
MOB qui pourra prendre toutes les valeurs depuis o jus- 
qu'à dz 00 ^ il est facile d'établir les équations suivantes, 
dans lesquelles a désigne le rayon du cercle : 

X z=z a[vi — sinw), j = « (i — cosw). 

Ces équations ont lieu dans toute l'étendue de la courbe. 
L'équation entre xelj sera 

« — y I ; 

jc = û arc ces sj^ay — / * j 

• a 

mais il faudra avoir soin de changer alternativement Ir 
signe du radical dans les deux moitiés de chacune des 
branches successives, Difl'érentiant ces équations, on 
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aura 
















dxziz 


«0 


[ — cos w) dfù == 


r/ûRw, 


'(r 


— 


<zsin 


6>^6>, 


dy _ 
dx 


v/ 


2ût — J 













^-j'' = \/^^77^'(*-*').é 



équation de la tangente ; 



— j^' = — i / — ?- [x — x')^ équation de la normale ; 

^'=-^ V aa-r" S. = v'2«/' -r" = BP, 



MB. 



La valeur de S„ ou de N prouve que la ligne MB est la 
normale, et, par suite, que la tangente est MC. 

Formules analogues en coordonnées polaires» 

113. Soit l'équation F (9, r) =o entre les coordonnées 
polaires 6 et r, et proposons-nous de déterminer la tan- 
gente au point M (fig' 2) de la courbe qu'elle représente. 
Pour cela , cherchons Tangle /x que fait cette tangente avec 
le rayon vecteur OM -, le triangle KMN donne 

KM sin N 



KN sin KMN 



d'où , en passant aux limites , 



rdB r 



La sous- tangente et la sous-normale se rapportant à la 
perpendiculaire au rayon vecteur, menée par Ir pôle. On 
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trouvera immédiatement les formules suivantes : 

d9 



Appliquons ces formules à quelques exemples. 
114. Soit d'abord la spirale d'Archimède : 

r^aBy tangp = ô, S,. =.«. 

On voit que la sous-normale est constante et que la courbe, 
tangente à Taxe , au pôle , tend de plus en plus à être per- 
pendiculaire au rayon vecteur. 

Soit maintenant l'équation r = - de la spirale hy- 
perbolique : 

dr a ^ « 

^ = -0-»' tangf* = — ^ S, = — «. 

Ainsi, dans cette courbe, c'est la sous-tangente qui est 
constante. 

Considérons encore la spirale logarithmique dont l'é- 
quation est 



dr 

.« = fnae' 
dB 



r = ae'"^, 1^=— -'«^ 



ï ^. '* ^ 
tang a = — 9 S, = — 5 S„ = mr, 
m m 



= .N^jt!!L\ „4ry/r 



m 



La valeur de tang |x montre que le rayon vecteur es^ tou- 
jours également incliné sur la tangente. 

Les valeurs de S^ et S„ prouvent que les extrémités de la 
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normale et de la tangente décrivent des spirales identi- 
ques avec la première, et semblablemeut situées par rap- 
port à des axes différents passant par le même pôle. 

Les mêmes formules s'appliquent très-simplement aux 
sections coniques. 

Théorie des asymptotes, 

115. On appelle asjmptote d'une branche de courbe 
infinie une droite telle , que les points de cette courbe 
s*en approchent indéfiniment sans jamais la rencontrer, 
à mesure qu'ils s^éloignent indéfiniment sur la branche 
que Ton considère. 

Toute asymptote non parallèle à Taxe des y aura une 
équation de la forme 

y ^=z hx -^ /, 

A et / ayant des valeurs finies. 

La branche de courbe aura pour équation 

j = X-x -f- / -f- V, 

V étant une fonction connue ou inconnue de x, mais 
qui tend vers zéro à mesure que x augmente. On en déduit 

A = lim-9 /=lim(j^ — fcj?). Réciproquement, des va- 

leurs de ft et / ainsi déterminées pour une branche réelle 
ile courbe correspondront nécessairement à une asymp- 
tote de cette branche, puisque j^ — hx — /a pour limite 
zéro, pour les points de cette branche dont \x croit indé- 
finiment. 

Les asymptotes parallèles à Taxe des x correspon- 
dront aux valeurs de h égales à zéro. Pour trouver les 
asyn^totes parallèles à Taxe desj^, on considérerait l'é- 
quation X = Vy -f- /' et l'on ne s'occuperait que des va- 
leurs de A' égales à zéro. 



PREMIKRK PARTIE. 125 

116. Appliquons ces considérations à une courLe dont 
l'équation peut se partager en plusieurs parties homo- 
gènes par rapport à x^ y^ et peut être mise , par consé- 
quent, sous la forme suivante, où nous supposerons les 
exposants de x décroissants : 

Soit - = p, iiQi\xy^=px\ il faudra d'abord trouver la 

m 

limite de p pour a: = oo. 
La substitution donne 

j:« F(y^) 4- ^"/(a?) -h . . . = o , 
d'où 

et à mesure que x augmente, F(/7) s'approche de zéro: 
donc les valeurs limites de p^ c'est-à-dire les valeurs de h^ 
sont des racines réelles de l'équation 

F(/-) = o. 

Il reste à trouver la valeur de / correspondante à une 
valeur de fc 5 pour cela on posera y — Ax = f , et l'on cher- 
chera la limite de t. 

L'équation de la courbe devient, par cette substitution, 



mais puisque F (A) = o, on a 

9 étant compris entre o et -f- 1 5 on a donc 



o; 



= o 
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OU 

Sim = «-Hi,a:=oo donnera pour limite de f , c'est- 
à-dire pour valeur de / , 

, m_ 

- rik) 

Si m > n H- i , on a 

/ = o. 

Si m<^ /i -H 1 5 t n'a pas de limite, et il n'y a pas 
d'asymptote pour cette valeur de h. Ainsi , en général , Té- 

quation de l'asymptote sera jr =: hx — F^^IT' /(*) se 

rapportant aux termes de degré m — i , et devenant nulle 
si n<^m — I : il n'y a pas d'asymptote si n'^ m — i . 

Si n <Cim — I , l'équation de l'asymptote est de la 
forme j^ — kx = o. 

Si , dans le cas de n = m — i , la valeur de k tirée de 
F(^) = o satisfaisait aux équations F'(/r) = o^f[h) = o, 
l'équation de l'asymptote deviendrait indéterminée j et 
l'on ne pourrait en tirer l'équation cherchée , parce que le 
terme en x"*"* devient du même ordre que les deux pre- 
miers, et ne peut plus être négligé. 

Dans ce cas , l'équation qui détermine la limite de t se 
mettrait sous cette forme 

x"*~'*(f l-\ étant le troisième terme de l'équation pro- 
posée. 

Divisant par .r'""* et passante la limite, / sera déter- 
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mine par Tëquation 

On agirait semblablement si ces trois nouvelles fonc- 
tions devenaient nulles, pour celte valeur particulière de k. 

Si 7i<^ m — 1 , et F' (fr) =: o, on n'a pluLs nécessaire- 
ment / = G. 

H7. Si la courbe est rapportée à des coordonnées po- 
laires, on connaîtra toutes les directidhs qui peuvent 
donner des asymptotes , en cherchant toutes les valeurs 
de 9 qui donnent à r une valeur infinie. 

Soit a une de ces valeurs de 6, on cherchera la limite 
de r sin (9 — a) qui est l'expression de la perpendiculaire 
abaissée d'un point quelconque de la courbe sur la droite 
menée par le pôle sous l'angle ce avec Taxe. Cette limite 
sera la distance de cette droite à l'asymptote, et le signe 
dont elle sera affectée fera connaître de quel côté elle se 
trouve. Si le produit r sin (0 — a) croît indéfiniment , il 
n'y a pas d'asymptote dans cette direction. 

On trouvera le même résultat en cherchant la limite 

de r (0 — a) ou celle de r sin [B — a) , puisque la limite de 

sin (0 — a) ,, 

— -^r est 1 unité. 

e — oL 

H8. Soit pour exemple l'équation générale 

F(ô)r'" -h/(e) r*»-' 4- A, r*»-^ a- . . . -f- A;„ = o, 

Aj , As , . . . , A„, étant des fonctions quelconques de 9. 
L^équation F (0) = o fera connaître toutes les directions 
possibles des asymptotes. Soit a une des racines réelles de 
cette équation et = a -h cî ; puisque F (a) = o , on aura 
F (a H- ^) = dF' (a + 9d) , et l'équation de la courbe de- 
vient alors , en divisant par r'""~% 

ro\ F' (a H- B$) H-/(a -}- ^) +...=: o. 
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Lorsque r devient infini, il ne reste plus que les deux 
premiers termes, et l'on trouve 



Hnir(e — a) = Hm nî 



_ /w 



F'(«) 

Si l'on avait /(a) = o, F' (a) = o, on agirait comme 
dans le cas précédent. 

i 19. Soit proposé de trouver les asymptotes de la courbe 
ayant pour équation 

«r ' + ^^X H- <^^^ -h df -+- ex -\-/= o; 

on a , dans ce cas , 

f{k)=zdA -f-6'. 

A = '^^^^ ^ 9 ce qui exclut Tellipse. 

L'équation de ces asymptotes devient 

dk H- c 



y z= kx 



VLak -f- b 



Le dernier terme devient infini dans le cas de la para- 
bole , et , par conséquent , l'hyperbole est la seule courbe 
du second degré qui ait des asymptotes. 

120. Soit maintenant j'- = ae"*', équation de la loga* 
rithmique y. qui ne rentre pas dans la classe générale con- 
sidérée ci-dessus , parce que e "*' n'est pas d'un degré fini 
par rapport à x. 

On cherchera toujours la limite de -, et ensuite celle de 

y — hx. 

On trouve immédiatement /c = o ^ ensuite la limite de y 
est zéro , et correspond aux x négatifs. L'asymptote est 
donc Taxe des x^ et dans la direction seule des x négatifs. 

121. Dans le cas de la courbe, appelée folium de 
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DescaiteSy et dont l'équation est 

y^ -i- x^ — Sajcjr =z o , 
on trouvera une asymptote ayant pour équation 



29 



122. L'équation J ' == cos ~ conduit àA = o,/ = zh i. 
La courbe a donc pour asymptotes les deux droites 



sm J7 



123. L'équation j" = a représente une courbe qui 

a l'axe des x pour asymptote , et qui a cela de remar- 
quable, qu'elle passe alternativement d'un côté et de 
l'autre de son asymptote , jusqu'à l'infini. 

124. L'équation j)^ = a sin- donnera encore j^ = o 

pour l'équation d'une asymptote. 

Elle offre en outre une particularité remarquable : elle 
s'approche indéfiniment de l'axe des y dans la partie com- 
prise entre y = — a^y =-\' a. C'est donc là un véri- 
table asymptotisme, puisque la longueur de la courbe 
augmente sans limite, en se rapprochant indéfiniment 
d'une droite fixe. 

Cette courbe ne diffère pas de celle qu'on obtiendrait 
en enveloppant sur un cylindre une hyperbole équilatère 
dont une asymptote serait parallèle au plan de la base, et 
projetant la courbe résultante sur un certain plan passant 
par l'axe du cylindre. 

125. Soit maintenant l'équation polaire d'une hyper- 
bole , par rapport à un de ses foyers , 



(/z — c ces 9) r = 6% €=. s^a^-^ b^; 
2^ édU. 9 
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on trouvera 

oosa = -5 lira r5 = h. 
c 

Les deux asymptotes se trouveront ainsi déterminées. 

126. Soit encore la spirale hyperbolique 

on trouvera 

a = w, limmî = a. 

127. Des asymptotes considérées comme limites des 
tangentes, — En partant de l'équation ci-dessus 

qui renferme non -seulement toutes les courbes algé- 
briques, mais encore toutes celles dont les termes ont 
des degrés déterminés par rapport k x el j^ on arrive à 
une propriété remarquable des asymptotes, qui consiste 
en ce qu'elles peuvent être considérées comme limites 
des tangentes à la branche de courbe à laquelle elles se 
rapportent. 

Nous pouvons supposer à Taxe des y une direction 

arbitraire, et alors - tendrs^ vers une limite finie h qui 

sera racine de Téquation 

F(A-) = o. 

Cela posé, soit ^{oc^y) le premier membre de l'équa- 
tion ( I ) , on aura 

,'W = -j[^F'(r)+^/'g)+...]+.,^.F(j)H-.,.--./(j) + ..., 
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d'où l'on tire 






dx 



^ -"-'F'(5)+-"-/'(^-)+..- 



Or, si Ton fait croître x indéfiniment, F ( - ) tendra vers 
zéro, et Féquation (2) donnera 

(3) ,lii„-^ = lim$^. 

X dx 

Ainsi d'abord, lorsqu'une branche de courbe a une 
asymptote, sa direction est la limite de celles des tan- 
gentes à cette même branche. 

Cherchons maintenant la limite du point où la tan- 
gente rencontre Taxe des y^ et dont l'ordonnée est 

dy 
^ . dx 

L'équation (2) donne 



X 



_J_/' (l\ 



Supposons d'abord n = m — i ou ri<Cm — i, auquel 
cas la branche de courbe aura une asymptote; on aura 
alors 

(5) . y-^J^-=. W Y 



dx 



^'(S)-i/'(S)-- 



Or cette expression peut être simplifiée au moyen de 
l'équation ( i ) . En effet, en divisant cette dernière par x'"""* 
et supposant d'abord /i = m — i , on obtient, en faisaat 



— t 
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croître x indéfiniment, 

Km[.F(j)+/(j)]=a. 

L'équation (5) donne ainsi 

1- ( ''A V ~"^U) "*'■■■ 

]\m[ r —x-r-] = lim — ^— ' — — -— 

et, par suite, 

donc la tangente coupe l'axe des y en un point dont la 
limite coïncide avec celui où ce même axe est coupé par 
l'asymptote* 

Si Ton avait n<^m — i , la fonction/* n'existerait pas. 
et Ton trouverait 

lim 



î'"(-^-^£)=**- 



L'asymptote et la limite des tangentes passeraient alors 
par Torigine. 

Supposons enfin n^ m — i , alors la branche do 
courbe infinie n'a pas d'asymptote. Faisons n=zm — i-f-<J; 
l'équation ( i ) , divisée par x", donnera 

et, en introduisant cette condition dans l'équation (4) , 

on trouvera que j^ — 07 -j- deviendra infini avec a:, et, par 

conséquent, qu'il n'y a pas de limite pour le point de ren- 
contre de la tangente avec l'axe des y. 
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On arrivera donc , dans tous les cas , au même résultat., 
soit en cherchant l'asymptote d'une branche infinie, soit 
en cherchant la limite des tangentes. 

Mais il faut bien remarquer que nous entendons ivi , 
par limite des tangentes, la droite qui , menée sous Tin- 
clinaisoi) limite, coupe l'un des axes, celui des y par 
exemple, au point limite où cet axe est coupé par la tan- 
gente variable. Ce ne serait pas déterminer une droite , 
que de dire simplement qu'elle est la limite d'une droite 
mobile qui ne reste pas toujours parallèle à elle-même. 
En effet, cette droite est située de la même manière par 
rapport à des droites parallèles entre elles, quoiqu'elle 
les coupe en des points qui peuvent être fort éloignés les 
uns des autres^ et si elle s'approche indéfiniment de Tune 
de ces parallèles , elle s'approche également des autres , à 
partir des points respectifs où elle les coupe. 

La démonstration que nous venons de donner se déduit 
si simplement de la formé de l'équation ( i ) pour laquelle 
nous avions calculé l'équation générale des asymptotes y 
que nous avons cru ne pas devoir l'omettre. Mais préci- 
sément |)arce qu'elle est fondée sur cette forme, elle n'a 
pas toute la généralité qu'on pourrait désirer, et nous 
allons traiter la question , indépendamment de toute forme 
particulière d'équation. 

128. Une asymptote est, en général, la limite des 
tangentes. — Considérons une branche infinie de courbe 
quelconque ayant une asymptote AX (Jig- 3)^ cette 
courbe n'étant pas donnée par une équation, il est 
nécessaire d'en connaître certaines conditions géomé- 
triques bien déterminées, sur lesquelles le raisonnement 
puisse se fonder. Nous admettrons , comme seule défini- 
lion de cette courbe , qu'elle est telle , que depuis un cer- 
tain point B jusqu'à l'infini , ses points aillent constam- 
ment en s'approchant de ÂX, et que l'inclinaison de sa 
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tangente sur AX varie toujours dans le même sens. II est 
d'abord évident que depuis le point R la courbe est con- 
vexe vers AX ^ car la tangente en un point quelconque 
rencontrera AX au delà de son point de contact, puisque 
les distances à AX vont en diminuant de ce côté : si donc 
la courbe était concave vers AX, et, par suite, comprise 
entre AX et sa tangente, elle couperait AX, ce qui est 
contre l'hypothèse. 

Cela posé, menons une droite fixe quelconque AY; 
prenons sur cette droite un point P plus rapproché de AX 
que ne l'est le point B, et menons la droite indéfinie PU 
parallèle à AX. Elle coupera nécessairement la courbe en 
un seul point M, qui sera d'autant plus éloigné de AY que 
AP sera plus petit. 

Si maintenant pn joint le point P successivement aux 
différents points de la courbe situés au delà de M, cette 
droite coupera nécessairement A X, et, par conséquent, 
rencontrera auparavant la courbe en un second point. 
Cette sécante, tournant continuellement autour de P, de- 
viendra tangente dans une position unique PQ, et le point 
de contact N sera au delà de M. Or les tangeiites aux 
points situés au delà de N couperont nécessairement PQ 
entre N et Q, et AX au delà de Q5 elles couperont donc 
A Y entre A et P; et comme PA peut être supposé aussi 
petit qu'on voudra^ il s'ensuit que les tangentes à la 
courbe couperont AY en des points qui iront constam- 
ment en s'approchant de A , et que leur distance à ce 
point a pour limite zéro. Comme d'ailleurs l'angle qu'elles 
font avec AX a zéro pour limite , on peut énoncer la pro- 
position suivante, qu'il faut entendre avec les restrictions 
indiquées ci-dessus : 

Lorsqu'une branche infinie a une asjtnptote , les tan- 
gentes à cette branche coupent une droite fixe non pa- 
rallèle à l'asymptote, en des points qui ont une limite 
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à mesure que le point de contact s'éloigne indéfiniment^ 
leur direction a de même une lim,itey et si Von mène par 
le point limite une droite dans cette dernière direction y 
elle coïncidera avec r asymptote. 

129. Si les conditions géométriques que nous avons 
admises n'existaient pas , il serait possible que la branche 
de courbe eût une asymptote, et que les tangentes n'eussent 
pas de limite. 

En effet, si l'inclinaison de la courbe ne variait pas tou- 
jours dans le même sens, les tangentes aux points situés 
au delà de N pourraient ne pas couper PQ entre P et Q, 
et, par suite, AY entre*P et A; rien ne prouverait alors 
que leur point de rencontre avec AY aurait une limite, 
et il est même facile de trouver des cas où cela n'a pas 
lieu. 

Soit, par exemple, Téquation 

a ■+■ sin.r 

in étant positif et a^ i. La courbe est tout entière au- 
dessus de Taxe des x\ de plus, elle s'en approche indéfini- 
ment, et, par conséquent, cet axe en est une asymptote» 
Cherchons maintenant le point où la tangente coupe Taxe 

des r • Son ordonnée r — x -f^ a la même limite que — x -r-9 
^ '^ dx dx 

puisque l'ordonnée y du point de contact tend vers zéro.. 

Mais on a 

dy /7î(a-h sina:) 

^-— =r a;'~"'cos.r ^^ 9 

dx .r*" 

expression dont le dernier ternie tend vers zéro. 11 reste 
donc à trouver la limite de .r *""'" cos a:. Or cette limite 
est zéro lorsque Ton a m ^ i , et alors la tangente a une 
limite, qui se confond avec Tasyraptote. Mais si l'on a 

m ^=i I , ou • //i <^ I , 
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a?-~ sera indéterminé ^ il pourra avoir toutes les valeurs 

comprises entre deux limites finies dans le premier cas , 
et infinies dans le second. D'où l'on voit qu'une branche 
de ùourbe peut a^oir une asymptote, sans quil existe 
une limite pour ses tangentes. 

Il est bon de remarquer que la tangente , considérée à 
partir de son point de contact, tendrait indéfiniment vers 

l'axe des x^ parce que j^ et — tendent vers zéro \ mais si on 

la prolonge jusqu'à l'axe des y, elle s'écarte de Taxe des x, 
de quantités finies, ou même croissant indéfiniment, 
comme nous venons de le démontrer. Or, dans ce cas , on 
dit qu'une droite n'a pas de limite , parce que c'est tou- 
jours à l'origine et aux axes fixes qu'on la rapporte. 

130. Toute limite des tangentes est asymptote. — 
Cette réciproque de la proposition précédente peut être 
démontrée comme îl suit. 

SoitX'X {Jig- 4) une droite vers laquelle convergent 
les tangentes à une branche de courbe infinie: et par là 
nous entendons que ces tangentes font avec X' X un angle 
qui tend vers zéro à mesure que les points de contact s'éloî- 
gnent indéfiniment; et que si par un point A pris sur 
X'X, on mène un axe fixe AY, il est coupé par la tan- 
gente variable en un point dont la limite est A. 

Considérons maintenant une tangente quelconque PQ : 
il est admis qu'à partir d'une certaine position du point 
de contact jusqu'à l'infini , le point P va en se rappro- 
chant indéfiniment de A , et que l'angle AQP tend vers 
zéro, ces deux quantités conservant leurs signes, ou en 
changeant d'une manière quelconque. Or il est évident que 
si le point do contact M est toujours situé dans la partie 
PQ de la tangente, quel que soit l'angle des axes dans 
lequel elle se trouve, sa dislance MT à X'X est moindre 
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que PA , et , par conséquent , il s'approche indéfiniment 
de X'X , puisque la limite de PA est zéro par hypothèse. 
Donc, dans ce cas, la ligne X'X est une asymptote. 

Ce cas est celui qui aura lieu, par exemple, lorsqu'à 
partir d'une certaine position de la tangente , le point Q 
ira toujours en s'éloignant, et le point P en se rappro-" 
chant de A; car les intersections successives des tan- 
gentes se feront toujours dans l'angle YAX, et, par suite, 
les limites de ces points , ou les points même de la courbe, 
y seront renfermés. ' 

Il reste donc à considérer le cas où le point de contact 
serait en dehors de la partie PQ. Or nous allons démon- 
trer que la tangente ne pourrait alors avoir pour limite 
X'X, à moins que les points de cette branche de courbe 
ne s'approchent indéfiniment de cette même ligne X'X, 
qui sera par conséquent encore une asymptote. 

Concevons , en effet , une branche de courbe infinie dont 
l'ordonnée ne tende pas vers zéro , et dont la tangente fasse 
avec l'axe AX [fig» 5) un angle ayant zéro pour limite. 

L'ordonnée pourra croître indéfiniinent ou rester li- 
mitée : dans ce dernier cas , elle pourra tendre vers une 
valeur déterminée 5 elle pourra même osciller entre des 
limites déterminées , de telle sorte que , quelque grand que 
soit x^ la courbe reste, ou du moins revienne, à cer- 
tains intervalles , au-dessus d'une parallèle située à une 
distance finie de AX. Or nous allons démontrer que, 
dans ces différentes hypothèses, AX ne peut être la limite 
des tangentes. 

En effet , supposons d'abord que l'ordonnée croisse in- 
définiment , et menons à AX une parallèle CV, à une dis- 
tance AC aussi grande que l'on voudra de AX^ cette 
parallèle rencontrera nécessairement la courbe en un 
certain point M, et Ja distance CM pourra dépasser 
toute grandeur donnée. Si maintenant par le point C 
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al un point M' de la courbe , situé au-dessus de CV à 
une distance aussi petite qu'on voudra de M, on fait 
passer une ligne droite; on sait que, quelque petit que 
soit l'angle qu'elle fera avec AX, elle finira par ren- 
contrer la courbe en un second point au delà de MM', 
puisque l'angle de la tangente à la courbe avec AX tend 
vers zéro. Donc, en faisant tourner cette droite dans le 
même sens, elle finira par devenir tangente en un point 
situé au delà de M. Donc, en prenant des, points assez , 
éloignés sur la courbe la tangente coupera A Y en des points 
C situés à des distances aussi grandes qu'on voudra de A. 
Donc enfin les tangentes n'ont pas pour limite AX. 

Supposons maintenant que l'ordonnée ne croisse pas 
indéfiniment, et que les points de la courbe restent con- 
stamment au-dessus d'une droite BU menée parallèlement 
à AX à une distance déterminée diflérente de zéro , ou bien 
passent au-dessus et au-dessous de BU à des intervalles 
quelconques. Considérons un point M de la courbe situé 
au-dessus de BU à une distance de AY plus grande qu'une 
quantité donnée quelconque, et menons, par ce point, 
MD parallèle à AX (Jig' 6), En raisonnant comme dans 
le cas précédent, nous démontrerions qu'il existe une 
tangente en un point situé sur la courbe , au delà de M , et 
rencontrant AY en D, et, par conséquent, au-dessus 
•de B ^ d'où il suit que AX n'est pas la limite des tangentes. 

Donc enfin AX ne serait pas la limite des tangentes si 
les points de la courbe étaient situés en dehors de la partie 
de la tangente comprise entre les deux axes, et qu'en ^ 
même temps leur distance à AX ne tendit pas vers zéro. 
Mais si cette distance tend vers zéro, AX est asymptote. 
D'où il resuite enfin que, quelque part que soit situé le 
point de contact sur la tangente variable , si cette droite 
tend vers une limite, dans le sens précédemment défini , 
cette limite est une asymptote. 
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Différentielles de l'arc, de l'aire et 'de i inclinaison 

d'une courbe plane» 

131. On ne peut attacher un sens précis à la longueur 
d'une courbe, qu'en donnant ce nom à la limite vers la- 
quelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dans cette 
courbe, à n^esure que ses côtés tendent vers zéro. 

Mais il faut démontrer que cette limite existe et est 
unique , quelle que soit la loi suivant laquelle les côtés 
de ce polygone tendent vers zéro. 

Pour cela, concevons d'abord qu'il n'y ait que deux 
cordes inscrites dans l'arc entier que l'on considère^ puis 
inscrivons-en deux dans chacune des deux subdivisions 
de cet arc , et de même deux dans chacune des nouvelles 
subdivisions, et ainsi de suite indétiniment , de sorte que 
le nombre dés côtés soit exprimé par la formule 2", n 
croissant indéfiniment. Le périmètre croîtra conslam- 
menl; et comme on peut facilement assigner une quantité 
finie au-dessous de laquelle il reste toujours, il tendra 
évidemment vers une certaine limite. 11 reste à démon- 
trer que tout autre mode de division de l'arc conduirait 
h la même limite. 

Considérons, en effet, deux polygones inscrits ayant 
les côtés extrêmement petits, Tun appartenant à la série 
que nous venons de désigner, et le second, à toute autre 
loi 5 menons des ordonnées par tous les sommets de l'un 
et de l'autre: les deux périmètres seront partagés par ces 
ordonnées en un même nombre de parties, et celles qui 
sont comprises entre deux ordonnées consécutives ont un 
rapport d'autant plus près de l'unité , que les côtés seront 
plus petits; car leurs directions différeront infiniment peu 
de celle de la tangente voisine. D'où il suit que le rapport 
des deux périmètres tend indéfiniment vers l'unité à me- 
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sure que les côtés tendent vers zéro. La limite obtenue 
par le premier mode de subdivision est donc la même que 
pour tout autre. 

Il est bon d'observer qu'on trouverait encore la même 
limite si les sommets du polygone n'étaient pas sur la 
courbe même, mais en étaient infiniment voisins , et qUe 
les côtés eussent toujours pour limites de leurs directions 
^celles des tangentes aux points infiniment voisins. On 
pourrait encore considérer des polygones circonscrits à la 
courbe 5 on pourrait même prendre une suite de lignes sé- 
parées les unes des autres. Imaginons, par exemple, des 
parallèles qui coupent l'arc de courbe et soient infiniment 
voisines les unes des autres 5 si par chaque point dédivision 
on mène une tangente , la suite discontinue des portions de 
ces tangentes comprises entre le point de contact et la pa- 
rallèle voisine , aura évidemment la même limite que le 
périmètre inscrit. On trouverait encore bien d'autres ma- 
nières de parvenir à la même limite par des sommes de 
lignes droites la. seule condition nécessaire est que ces 
sommes et les périmètres inscrits se composent d'éléments 
correspondants dont le rapport ait l'unité pour limite. 

D'après notre définition de la longueur des courbes , on 
reconnaîtra, facilement que toute courbe convexe fermée 
est moindre que les lignes qui l'enveloppent*, et que si l'on 
n'en considère qu'un arc, il est moindre que toute ligne 
qui l'enveloppe, et est terminée aux mêmes points. 

11 est facile de voir aussi que la limite du rapport d'un 
arc infiniment petit à sa corde est l'unité, et que, par 
conséquent, on peut prendre pour accroissement infini- 
ment petit d'un arc la corde qui soutend F accroissement 
infiniment petit de cet arc. 

Désignant par s la longueur de l'arc , on aura donc ainsi 

/ / ^r^ 

As = yAx' -f àf^ 4- w = A.r i/ l -H — ^ -h &>, 
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0) étant infiniment petit par rapport à As-^ on en déduit 






{fy 






Dans un système de coordonnées polaires on aura 



ds I dr^ , I — r- 

- = Y/r'H- — , ou ds = )/r^dB^-i-dr^. 



\ 32. L'aire comprise entre deux ordonnées , l'axe des x 
et l'arc d'une courbe , croit d'une quantité comprise entre 
deux parallélogrammes dont la limite du rapport est 
l'unité, à mesure que Ax tend vers zéro : on peut donc 
prendre l'un quelconque des deux au lieu de l'accroisse- 
ment même de l'aire, sans altérer la limite du rapport 
à Ax, Si donc on désigne Taire par A , on aura 

-y- = jr sm , ou rfA = jr^^ ^^^ ®> 
ax 

6 désignant l'angle des axes. 

Dans un système de coordonnées polaires , les deux pa- 
rallélogrammes seront remplacés par des secteurs sembla- 
bles , et l'on trouvera 



50" ■" 2 



= — , ou dA = \r^dB. 



133. L'inclinaison y de la tangente sur l'axe des x est 
déterminée par l'équation 

dr 
rang, = Sï' 

d'où 

d^ 

d(D d^Y dx^ 

— =: COS^© — - = . 7 

dx dx^ dy^ 

• + £-' 



l42 COURS d'analyse. 

OU 

d'y 






dx 



dr^ 

I -h *^ 



Cette valeur de dcf est ce que nou^ nommerons angle de 
contingence ^ il peut être pris pour A(p, qui est celui des 
deux tangentes aux points dont les abscisses diffèrent de 
/ir, sans que les limites des rapports soient altérées. 

Dans un système de coordonnées polaires, Tangle de 
deux tangentes consécutives , ou la différence infiniment 
petite de l'inclinaison y de la tangente sur l'axe fixe, est 
égal à l'angle des deux rayons vecteurs correspondants, 
plus l'accroissement de l'inclinaison de la tangente sur le 
rayon qui passe au point de contact. On trouvera ainsi 

dr^ d^r 

^ db^ dB^' ^^ 
'h = ^. d9. 

dO' 

Concavité et convexité, 

134?. On dit qu'une courbe est concave en un de ses 
points par rapport à une droite donnée, lorsque, à partir 
de ce point, ses deux branches commencent par être 
comprises dans l'angle aigu formé par la droite donnée et 
la tangente à la courbe au point queFon considère. Lors- 
que, au contraire, les deux branches commencent par 
être en dehors de cet angle, on dit que la courbe est con- 
vexe en ce point par rapport à la droite. 

Nous allons faire connaître les caractères analytiques 
qui correspondent à ces deux circonstances, en suppo- 
sant qu'on ait pris la droite donnée pour axe des x. Dans 
le cas de la concavité, l'ordonnée orthogonale de la courbe 
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doit être moindre en grandeur absolue que celle de la tan- 
gente au point que l'on considère , pour les valeurs de x 
infiniment voisines de celle qui correspond à ce point. 
Ainsi Fordonnée de la courbe sera plus petite que celle 
de la tangente lorsqu'elle sera positive, et plus grande 
lorsqu'elle sera négative. L'inverse aura lieu pour la con- 
vexité. 

Or, en désignant par x', j' les coordonnées du point 
donné, et par h une quantité positive ou négative, qui 
peut devenir moindre que toute quantité donnée, on a 
pour les points de la courbe , 






1.2 \dx^/x' 



dx' 
et pour la tangente au point {x\ y')^ 



Oh 



h^ /dY\ 

2 \dr')a:' 



donc, si j-^ est positive, la courbe sera concave si le terme 

est négatif, et convexe s'il est positif. Or, 

d'^r' 
si l'on n'a pas -7-7^ = o , le signe du terme en question 

sera le même que celui de -j— ^ ; donc , dans ce cas , pour 
les points de la courbe qui sont du côté des y positifs , la 
condition de concavité est -7-7^ <C ^^ ^^ 1^ condition de 

convexité est ~f~7T^^^ C'est l'inverse* pour les points si- 
tués du côté des y négatifs. 

Si -^^ = O , il faudra que l'on ait --^ := o pour que 

les deux branches de la courbe soient d'un même côté de 
la tangente dans le voisinage du point que l'on considère -, 
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et c'est au signe de ■—— qu'on reconnaîtra la concavité ou 

la convexité. De même, si --,- = o, il faudra qu'on ait 

, , ■ = o , et ainsi de suite. 

Points singuliers. 

135. Lorsque la concavité se change en convexité, -j-^ 

doit changer de signe et, par conséquent, passer par zéro ou 
l'infini ; les points où s'opère ce changement se nomment 
points d'injlexion. 

Mais il ne suffit pas que -7—^ soit nul pour qu'il y ait 
inflexion \ car il faut , pour qu'il change de signe , que -—^ 

ux 
d*Y 

ne soit pas nul, ou que -^ le soit en même temps, et 

. d^Y 
ainsi de suite. De même, si —^ est infini , il faudra s'as- 
surer s'il change de signe. 

136. Points multiples, — On appelle ainsi ceux où 
passent plusieurs branches de courbe, et où Ton peut 
mener, par conséquent, plusieurs tangentes. On peut les 
déterminer par des règles très-simples pour toutes les 
courbes algébriques. Soit ¥{x^y) = o une équation algé- 
brique et rationnelle; on en tirera 

^ dx dy dx 

Or, cette équation devant être satisfaite par plusieurs 

dr . dY dF 

valeurs de —5 tandis que — ? — n'en auraient qu'une 

, j . dF dF . . 

seule, on devra avoir — = 0, — = o, conjointement avec 
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F(j:,jc) = p. Si l'on trouve des solutions réelles com- 

d'y 

munes à ces équations, les valeurs de —- seront- données 

cia: 

par l'équation 

d^F ^ d^V dy d^Y fdyy ^__^ 



fltr' dxdy dx dy^ V^j 

que l'on obtient en diâférentiant l'équation { i ) , et rem- 

, , d¥ d¥ 

plaçant ensuite — et -r— par zéro. 

Si trois branches passaient au même point, les coeffi- 
cients de cette équation seraient encore nuls , et l'on au- 
rait recours à la troisième dérivée de l'équation 5 et ainsi 
de siiîte. 

Les deux branches seraient tangentes si deux valeurs 

de -r- étaient escales. 

dx ° 

Si l'équation était résolue par rapport ky et renfermait 
des radicaux à double signe, on reconnaîtrait les points 
multiples en cherchant les valeurs de x qui font dispa- 
raître xm de ces radicaux de y^ sans le faire disparaître 

dy 
de -j- ; car en ces points deux branches de courbe se cou- 

peront, et leurs tangentes seront différentes. 

137.^ Points de rebroussement. — Si en un point mul- 

tiple deux valeurs de -^ sont égales, et que les deux 

branches s'arrêtent en ce point, on a un point de rebrous- 
sement. 11 est du premier genre lorsque les deux bran- 
ches sont de côtés différents de la tangente commune et 
du second genre lorsqu'elles sont du même. côté. On re- 
connaîtra que les branches s'arrêtent en ce point, lors- 
qu'en faisant variera: d'un côté seulement, leurs ordon- 
nées deviendront imaginaires. Il faut cependant excepter 
Inédit. 10 
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le cas où -j- serait infini en ce point; on considérerait 

alors l'abscisse au lieu de l'ordonnée. 

Le rebroussexnent sera du premier genre lorsque -—-^ 

sera de signe dijTérent pour les deux branches ; il «era du 
second, quand ce signe sera le même. 

138. Points conjugués. — On appelle ainsi des points 
isolés dont les .coordonnées satisfont à l'équation d'une 
courbe, sans qu'on en puisse supprimer ces solutions. 
Pour ces points , le ùiy doit être imaginaire , et , par suite , 

le — \ c'est à ce caractère qu'on les reconnaîtra. 

On peut observer que -^î tiré d'une équation du pre- 
mier degré , ne saurait être imaginaire , et que , par consé- 
quent, les coordonnées des points conjugués satisferont 

d¥ d¥ 

aux équations — = o , — = o. 

On les trouvera donc en même temps que les points 
multiples. 

139. Points d'arrêt. — On donne ce nom à tout point 
où s'arrête brusquement une branche unique de courbure. 

On les déterminera en cherchant les valeurs de o: à 
partir desquelles jr commence à devenir imaginaire , s'il 
était réel auparavant ; ou à devenir réel , s'il était imagi- 
naire. 11 faudra, déplus, s'assurer qu'il n'y a qu'une seule 
branche de la courbe à passer en ce point , et que , par 
conséquent , les valeurs voisines de x ne donnent pas plu- 
sieurs valeurs voisines pour j. 

140. Points saillants ou anguleux. — On appelle 
ainsi les points où s'arrêtent deux branches de courbe , 
sans y avoir la même tangente. Ils rentrent dans la classe 
des points multiples. On les distinguera des points mul- 
tiples ordinaires , à ce que , comme dans le cas des points 
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de rebrouàsement ) les deux branches ne se prolongent pas 
au delà de leur point de rencontre. 

Lorsque Téquation d'une courbe ne donne qu'une seule 
valeur de y pour chaque valeur de Xy toute valeur de x 

qui donnera deux valeurs pour -^ déterminera évidem- 
ment un point saillant. 

141. Exemples de points singuliers. 

point multiple, inflexion. 

taiic'x 
r=smx, j = cosx, ^^ritangj?, y=. — 2-, j^ = a? lang ;t; 

X 

inflexions. 

j = y(x)-f-(x~«) ^^ F(a:); 
rebroussement du premier genre, si Ton a 

^ < 2 et > I ; 

du second genre , si l'on a 

en supposant qu'on n'ait pas (p''(x) = o. 

y'^z^x^y y =:x±x^f y z=z-x^ ± x"^ sfx 'y 
cas particuliers de la formule précédente. 

point d'arrêt à l'origine. 

10. 
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r = 7^ 

I -i-e' 
point saillant , ou anguleux, à Torigine. 

j = (.r — a) \/jr — ^ ; 

point conjugué, ayant pour abscisse a, si a <^ £; point 
multiple , ayant pour abscisse a , si a ^ £. 

De la courbure de» lignes planes, 

142. La courbure d'un arc sans inflexion est l'angle 
que forment entre elles les directions du premier et du 
dernier élément de cet arc^ c'est l'angle des tangentes 
extrêmes : il exprime la quantité dont la courbe a succes- 
sivement dévié de la ligne droite dans l'étendue de cet 
arc. 

Si l'on divise cet angle par la longueur de l'arc , on aura 
la courbure moyenne de cet arc , rapportée à l'unité de 
longueur, c'est-à-dire celle que l'on trouverait pour un arc 
égal à l'unité, si la courbure variait proportionnellement 
à l'arc , comme dans le cercle , et de manière à obtcQir la 
courbure donnée pour une longueur égale à celle de l'arc 
dont il s'agit. 

Cela posé , si , à partir d'un point quelconque d'une 
ligne courbe, on prend un arc de grandeur arbitraire, sa 
courbure moyenne variera à mesure que cet arc dimi- 
nuera indéfiniment', et elle tendra vers une limite déter- 
minée , qu'on appelle courbure de la Ugne au point que 
l'on considère. Cette limite est, pour employer le langage 
reçu dans le calcul infinitésimal , la courbure d'un arc 
infiniment petit, rapportée à l'unité de longueur, cet arc 
commençant au point que Ton considère. 

On obtient donc la courbure d'une ligne en un quel- 



ds 
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conque de ses points , en divisant Fangle de contingence 
par la longueur de l'arc correspondant, et prenant la 
limite de ce rapport, en faisant tendre l'arc vers zéro. On 
trouvera ainsi , pour expression de la courbure , 

dtf dx^ dx^ 

~ ~ FW' °" W 

143. Le cercle ayant une courbure constante , il est na- 
turel de le prendre pour terme de comparaison , et de 
faire connaître la courbure d'une ligne en un de ses 
points, en donnant le rayon du cercle dont la courbure 
est la même. Ce cercle se nomme cercle de courbure, et 
son rayon 5 rayon de courbure. Si on le place tangen- 
tiellement à la courbe au point que Ton considère, en 
tournant sa concavité du même côté qu'elle, son centre, 
considéré relativement à ce point de la courbe , prend le 
nom de centre de courbure. 

Or, pour un cercle quelconque la courbure ~ est égale 

à l'unité divisée par son rayon. Si donc on désigne par R 
le rayon de courbure , on aura 

-^—9 ou K=:— —' 

d^jr d^y 

dx^ dx^ 

144. Pour obtenir l'expression du rayon de courbure 
en coordonnées polaires , il suflSt de se rappeler les for- 
mules 

dr"" d'r 

dj _ ^' '^^dô^'~^dB' ^ _ . /", 5r» 

dO di^^ ' rfO "~ V '^ "*" ^ ' 

^ dp 



I 4- , , 

dx, _ 

R = -^^ r:^ '— 9 ou R = 
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et Ton trouvera 

.2 _l I* 



R= •" 



0- 



r' -h 2 r 



14?5. Si pour chaque valeur de l'arc que l'on fait tendre 
vers zéro , on calcule le rayon du cercle qui donnerait la 
même courbure pour une longueur égale , il faudra tou- 
jours, pour l'obtenir, diviser la longueur de l'arc delà 
courbe par l'angle des tangentes extrêmes. Donc la limite 
de ce cercle variable n'est autre chose que le cercle de 
courbure déjà déterminé. 

146. Ce même cercle peut être envisagé sous un autre 
point de vue. 

Soient M {Jig. 7) un point quelconque de la courbe, MT 
la tangente , M'N une tangente infiniment voisine , MO et 
M'O les deux normales correspondantes *, les quatre points 
MNM'O sont sur le même cercle dont le diamètre NO a 
pour limite la distance du point M à la limite du point de 
rencontre des deux normales infiniment voisines. L'arc de 
cercle compris entre M et M' difiere de sa corde, et, par 
suite , de l'arc MM' de la courbe , d'une quantité infini^ 
ment petite par rapport à lui-même ^ on pourra donc le 
remplacer par A5, sans qu'il en résulte aucune erreur dans 
les limites des rapports. 

Mais l'angle inscrit MOM' est égal à l'arc intercepté 
divisé par le diamètre : il est d'ailleurs égal à TNM' ou Ay ] 

d'où -y = lim -— • 
ds NO 

On voit donc que la limite de NO ou de MO est ^ale 

au rayon de courbure ; et le centre de courbure en un 

point quelconque est la limite du point de rencontre de 

la normale en ce point a\^ec la normale irifiniment 

voisine,. 



PREMIÈRE PARTIE. l5l 

147. Lemme. — L'angle d'une corde infiniment petite 
et de la tangente à Tune de ses extrémités • peut être re- 
gardé comme la mgitié de Tangle des tangentes extrêmes. 
En effet, on a sinM : sinT :: M'T : MM' (fig. 8) 5 et dx 
désignant l'accroissement infiniment petit de x^ on aura , 
en omettant ce qu'on a le droit de négliger, lorsque l'on 
a en vue des limites de rapports ou de sommes , 

dx^ 

M'T=: — F"(a7), 



Donc 



J F" W 







9111 


dy^ 


OU, 


en remplaçant 


le 

IkM 


sinus par Tare , 

d^X dx 
dx' 2. 






M 





expression qui est la moitié de celle de Tangle de contin- 
gence TNM'-, ce qu'il fallait démontrer. 

U résulte de là que l'unité est la limite du rapport des 
angles M, M' du triangle MNM', et, par suite, du rap^ 
port des côtés opposés MN , M'N. 

148. On obtient encore le cercle de courbure en cher- 
chant la limite des cercles qui passent par le point donné 
et par deux points de la courbe, qui se rapprochent indé- 
finiment du premier. Ce cercle lin)î/te se nomme cercle 
oscillateur. 

Il est d'abord évident qu'il aura la même tangente 
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en M (fig' 9) que la courbe , à cause de la sécante com- 
mune MM' . 

Maintenant, le cercle qui passe par les trois points 
M , M', M'' passe par le point de rencontre O des perpen- 
diculaires menées, par M, M'', aux cordes MM', WW\ 
Tangle inscrit O est égal à l'arc MM" divisé par le dia- 
mètre M'O : on a donc — p = -— , et MM" peut être 

considéré comme Tare de la courbe au lieu de l'arc de 
cercle. Il ne reste plus qu'à calculer Tangle O ou son égal 
VM'M". 

Or, si l'on mène la tangente HK en M', l'angle TNM" 
est égal à la somme de quatre angles infiniment petits 
appartenant aux triangles MHM', M'KM" et ayant leurs 
sommets respectifs en M, M', M" 5 et comme ils peuvent 
être regardés comme égaux dans chaque triangle, Pangle 
TNM" vaut deux fois la somme des deux angles HM'M et 
KM' M", ou deux fois l'angle VM'M", ou enfin deux fois 
l'angle O. Ainsi, en négligeant les quantités infiniment 

petites par rapport à O, on peut prendre O = — 5 MM" 

étant la valeur de ds correspondante k dxf^on aura donc 

I _,dff 



M'O ' ds 

Donc la limite de M'O est le diamètre du cercle de cour- 
bure. Le cercle osculateur ne diffère donc pas du cercle 
de courbure. 

Comme on n'a fait aucune hypothèse sur la loi que 
suivent les trois points dans leur rapprochement , on arri- 
vera au même résultat en supposant que les deux premiers 
points coïncident et que le troisième s'en approche indé- 
finiment. Le cercle de courbure est donc encore la limite 
des cercles tangents à la courbe au point M , et qui la 
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coupent en un autre point qui s'en rapproche indéfini- 
ment* 

Au reste , en traitant directement cette question comme 
la précédente, on arriverait à la même conséquence. 

149. Si Ton prenait pour variable indépendante une 
quantité quelconque t différente de l'abscisse , on déduirait 
Téquation suivante des formules générales par lesquelles 
on opère cette transformation : 



(±1 -L. ^>1\^ 



ou R 



dx d^jr djr d^x dxd'^y — dyd'^x 

'di'dF~' dë'dF 

On aurait pu passer ainsi à la valeur de R exprimée en 
coordonnées polaires , en partant des coordonnées rectan- 
gulaires. On aurait trouvé la formule obtenue ci-dessus 
d'une manière directe. 

Appliquons cette transformation au cas où la eourbe 
serait donnée par une équation entre l'ordonnée et l'arc , 
et prenons l'arc pour variable indépendante 5 oh a 



R = 



dxd^y dyd 



^' \£) "^ \i) = ■' 



ds ds^ ds ds^ 



dx d^x dy d^y 



d'où Ton tire 



11 = 



d'y 
ds' 



Il serait, du reste, très-facile de trouver directement 
cette dernière formule. On déterminerait l'angle de con- 
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tingence rf(p, en partant de la formule siny = —-t d'où 



donc 



— rf^ = cos (prfç = r/,,, y/ i ■- — ; 



djT 



dff d'^y 

ds^ 

formule qui coïncide avep celle que Ton avait obtenue 
par le changement de la variable indépendante. 

150. Courbes osculatrices . — Si l'on considère , au lieu 
d'un cercle, une courbe représentée par une équation 
donnée de forme, et contenant un certain nombre de 
coefficients indéterminés , on pourra lui donner autant de 
points communs avec la courbe proposée , qu'il y a de ces 
coefficients. Si l'on fait ensuite tendre tous ces points 
vers le premier, la limite vers laquelle tend la courbe va- 
riable se nomme la courbe osculatrice de la proposée, 
relativement à celles qui sont renfermées dans l'équation 
indéterminée. 

Ces conditions géométriques peuvent être exprimées 
par des relations très-simples entre les coefficients diffé- 
rentiels successifs des ordonnées des deux courbes : soient 
.Ti, a:,, 0:3,..., Xfn les abscisses de m points communs à 
deux courbes , croissant par degrés inégaux suivant une loi 
quelconque^ on supposera , pour mettre le plus de généra- 
lité possible dans la question , que l'on prenne pour va- 
riable indépendante une quantité quelconque f , dont or, et 
par suite j^, seront des fonctions connues. 

Soient j^i,j^,,j^8,...,j^,„ les valeurs dej^ relatives aux 
points communs ; les différences successives de yi jusqu'à 
l'ordre m — i peuvent s'exprimer au moyen des valeurs 
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./n /sv9 J^mî ^^ il ^st évident quelles seront les mêmes 
pour les deux courbes, puisque les ordonnées y i,j^s,..., y ^ 

sont les mêmes . Les rapports -— 5 -r- v • 9 — ; — ^ seront 

donc identiquement les mêmes de part et d'autre, et, par 
suite, leurs limites seront aussi les mêmes. 

Les m — I premières dérivées de y par rapport à t 
auront donc les mêmes valeurs au point commun, dans 
les deux courbes ,^ et il en sera de même de 

dx d^x d^~^x 



ï -TT-9"M 



dt dt^ dt 



m — » 



Or on sait, diaprés les formules relatives au change- 
ment de la variable indépendante , que les valeurs de 

dy d^x d'P-^y 

dx dx^ dx*"-^ . 

Ae dépendent que des dérivées de x et de j^ par rapport 
à f , depuis le premier ordre jusqu'à celui que l'on consi- 
dère, inclusivement. 

Donc, quelle que soit la loi continue suivant laquelle 
les points communs se rapprochent du premier, la courbe 
limité sera telle , que pour x = Xi les quantités 

dfx d'^y, d'^'jr, 

" fitr dx^ r/j?**"' 

auront la même valeur si on les tire de son équation, ou 
de l'équation de la courbe donnée. 

Donc , pour déterminer les m coefficients de l'équation 
de la courbe osculatrice, il suffira d'égaler les valeurs des 

m quantités j] 5 ;r^ » " * ' , „,j^" * que Ton tirera des équa- 

tions des deux courbes , et dans lesquelles on donnera à 
xelj les valeurs x^^ji du point que Ion a choisi sur la 
première courbe. 
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Mais on formera plus simplement ces m équations en 
difTérentiant m — i fois Téquation qu'il faut déterminer, 
et remplaçant dans celle-ci et dans ses m — i dérivées, 
.r et ^ par j:,, y^^ et les dérivées de^ par celles qu'on 
tirera de l'équation connue. 

Telle est la méthode générale au moyen de laquelle on 
trouve l'équation de la courbe osculatrice d'une espèce 
donnée. 

» ^ ' Contact des courbes planes. 

ISl. Lorsque deux courbes ont un point commun, et 
que Ton augmente l'abscisse de ce point d'une quantité 
infiniment petite, la différence des ordonnées est généra- 
lement du premier ordre. 

Si cette différence est du deuxième ordre, on dit que 
les courbes ont un contact du premier ordre 5 si elle est 
du troisième ordre, on dit que le contact est du second^ 
et , en général , il y a un contact du w*^'"* ordre entre deux 
courbes, lorsque la différence de leurs ordonnées, à 
partir du point commun, est un infiniment petit de 
Tordre w -h 1 1 

Entre deux courbes qui ont un contact d'un certain 
ordre , il est évidemment impossible qu'il en passe une 
autre dans le voisinage du point commun, si son contact 
avec l'une quelconque des deux est d'un ordre infé- 
rieur. 

Pour qu'il n'y ait rien d'incertain dans cette définition 
des contacts de différents ordres , il est nécessaire de dé- 
montrer que l'ordre du contact est indépendant de la di- 
rection des axes \ or c'est ce que l'on établit facilement en 
prouvant que, pour un point quelconque de l'une des 
courbes , les différences des ordonnées des deux courbes 
considérées relativement à des axes différents sont dans 
un rapport fini. Cette différence est la plus petite possible 
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quand les ordonnées sont perpendiculaires, à la tangente 
au point commun. 

La seule direction qu'on doive excepter pour les ordon- 
nées est celle de la tangente au point commun. 

Maintenant, si l'on développe en séries les ordonnées 
des deux courbes suivant les puissances de Taccroissement 
de l'abscisse du point commun, on reconnaît immédia- 
tement que le contact entre ses courbes sera de l'ordre n , 
si les n premières dérivées de l'ordonnée par rapport à 
l'abscisse sont respectivement égales pour chacune des 
courbes, quand on y substitue l'abscisse du point com- 
mun : car, dans ce cas, la différence des ordonnées, expri- 
mée au moyen des deux termes qui complètent respec- 
tivement les deux séries, est un infiniment petit de 
l'ordre /i -4^ i . 

C'est là le caractère analytique auquel on reconnaît 
l'ordre du contact de deux lignes qui ont un point commun . 

Autre manière d'envisager les courbes osculatrices. 

152. Il résulte de ce qui vient d'être dit sur le contact 
des courbes , que pour avoir la courbe d'une espèce don- 
née , qui a le contact de l'ordre le plus élevé avec une 
courbe dont l'équation est connue , il suffit de déterminer 
les coefficients arbitraires de l'équation générale des 
courbes dont l'espèce est donnée , en exprimant que , pour 
l'abscisse que l'on considère, les ordonnées sont respecti- 
vement égales , ainsi que leurs dérivées successives jus- 
qu'à l'ordre le plus élevé possible. On établira ainsi au- 
tant d'équations qu'il y a de coefficients indéterminés, 
b'ordre du contact sera le nombre de ces équations , 
moins une. 

On voit par là que la courbe osculatrice et la courbe 
qui a le contact de l'ordre le plus élevé sont identiques. 
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Pour la ligne droite, dont Féquation n'a que deux 
coefficients arbitraires, le contact ne sera, en général, 
que du premier ordre y il sera du deuxième pour le cercle. 
Mais il pourra arriver qu en certains points particuliers 
le contact soit d'un ordre plus élevé. 

Lorsque Téquation de la courbe osculatrice cherchée 
n'est pas résolue par rapport à j^, on forme ses équations 

différentielles successives et Ton y substitue à j-', -—79 etc., 

les valeurs tirées de Téquation de la courbe donnée. Les 
seules inconnues sont alors les coefficients; et sHls entrent 
tous au premier degré , on trouvera un seul système de 
valeurs, et, par conséquent, une seule courbe oscula- 
trice. 

Lorsque le nombre des dérivées communes est pair, 
la différence est d'un ordre impair, et , par conséquent , 
change de signe avec l'accroissement de x^ : donc alors les 
courbes se coupent. C'est ce qui arrive, en général, pour 
le cercle osculateur. 

Si , au contraire , le nombre des dérivées communes est 
impair, la différence est d'ordre pair et ne change pas de 
signe avec l'accroissement de x^ : les lignes ne se coupent 
donc pas. C'est ce qui a lieu dans le cas de la ligne droite, 
excepté aux points d'inflexion. 

1S3. Les courbes les plus simples que l'on puisse 
mettre en contact avec une courbe donnée sont celles 
qui sont renfermées dans l'équation 



j = A 4- Ba? -f- Cj:^ 4- . . . H- K.r 



m 



On peut établir un contact de l'ordre m — i entre, les 
deux courbes, et Ton aura immédiatement l'équatiiïn 
de la courbe osculatrice en développant son ordonnée 
par la formule de Taylor, après avoir remplacé x par 
x^ -i- (x — x'). Cette équation est la suivante, dans la- 
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quelle les dérivées de y' sont remplacées par celles que 
donne l'équation de la courbe connue , 

dx'^ dx'^ 1.2 dx'^ 1.2. 3. .«m 

si m = I , on a la droite osculatrice dont l'équation est 

dv' 

154. Cercle oscillateur, — L'équation générale du 
cercle est 

a, 6 étant les coordonnées du centre, et R le rayon. 
D'après les théories précédentes , on déterminera les con- 
stantes a, 6, R, relatives au cercle osculateur au point 
x\ y' d'une courbe donnée, au moyen des trois équations 

{x'-«)-f-(7'-6)g = o, 

dy' d^y' 

-^ et -7~j étant tirés dé l'équation de la courbe donnée 

La seconde de ces équations montre que le centre du 
cercle osculateur est situé sur la normale. 
On tirera de là 



__ dy' \ ^ dx'^j 



dx'^ 
•^ "" £V dx d'y' 

dx'^ dx^' 
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et y substituant dans la première , 



, i--^ - 



Cette équation donne pour le rayon la valeur déjà trou- 
vée par une autre voie ; et les deux précédentes font con- 
naître les coordonnées a, S du centre de courbure, en 
fonction de x', y\ 

Si entre ces deux équations et celle de la courbe donnée 
on élimine x\y' ^ l'équation résultante entre a et 6 repré- 
sentera le lieu des centres de courbure. Cette courbe s'ap- 
pelle la déi^eloppée de la première. 

Théorie des développées» 

155. Les équations qui déterminent les coordonnées 
a , S du centre de courbure , ou du point de la déyeloppee 
correspondant au point [x\ j') de la courbe donnée, 
sont , d'après le numéro précédent , 

Ces équations ayant lieu quel que soit le point que l'on 
considère , si l'on donne à x' un accroissement infiniment 
petit, y', «> ê, qui sont des fonctions de a:', en recevront 
de correspondants, et les équations (i) et (2) seront en- 
core satisfaites*, les accroissements de leurs premiers 
membres seront donc nuls, et, par suite, leurs dérivées 
par rapport à x'. 

Or l'équation (i), différentiée en considérant a, 6, y' 
comme fonctions de x'^ et ayant égard à l'équation (2) , 
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donne 

da dt âjr' d& i 

^dP^'dPdP'^^' ®" rfâ""^^' 

dx' 



d OÙ il résulte que la normale à la courbe donnée est 
tangente à sa déi^eloppée , au centie de courbure. 

156. On peut déduire de là une autre propriété très- 
remarquable de la développée. 

Soit O (fig- lo) le point de rencontre de deux normales 
infiniment voisines MN, M'N'; il est facile de démontrer 
que l'arc NN' de la développée est égal à la différence des 
deux rayons de courbure MN, M'N', aux quantités près 
du troisième ordre , tout au plus. 

En effet, si du point O comme centre on décrit l!arc de 
cercle MK, la partie M'K est un infiniment petit du troi- 
sième ordre , puisque le cercle MK a pour limite le cercle 
osculateur. En négligeant cette quantité, on peut con- 
sidérer M'N' comme égal à MO -H ON', et, par con- 
séquent, M'N' — MN est égal à NO -h ON', aux quanti- 
tés près du troisième ordre. Mais la différence entre un 
arc infiniment petit NN' et la somme des tangentes ex- 
trêmes NO -f- N'O est aussi du troisième ordre. Donc la 
différence des rayons de courbure MN, M'N' est égale à 
l'arc de la développée compris entre les deux points de 
contact infiniment voisins, plus une quantité infiniment 
petite, du troisième ordre au moins. 

Mais on sait que la limite d'une somme d'infiniment 
petits n'est pas changée quand on néglige dans chacun 
d'eux une quantité infiniment petite par rapport à lui- 
même. Donc , si Ton considère une infinité de rayons de 
courbure consécutifs, la somme de leurs différences, ou 
la différence du premier au dernier, est rigoureusement 
égale à l'arc de la développée, compris entre les points de 
contact des rayons extrêmes. 

2® édit, 1 1 
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Il résulte de là que si Ton supposait un fil flexible inex- 
tensible et sans épaisseur, ayant une de ses extrémités en 
un point quelconque M de la courbe donnée , et que Ton 
tendit ce fil en l'enroulant sur la développée, à partir 
du point de contact N, il suffirait de développer ce fil y 
en le tenant tendu, pour décrire la première courbe avec 
son extrémité M, « 

C'est cette propriété qui a fait donner le nom de dét^- 
loppée d'une courbe au lieu géométrique de ses centres 
de courbure. Relativement à la développée, la courbe 
prend le nom de développante. 

157. Le calcul peut conduire à la même propriété^ 
il suffit , pour cela , de parvenir à une équation qui ne 
renferme que ^R, da^ dS. 

Or, si l'on diiférentie l'équation 

(3) (x'~a)' + (jr'-6r = R% 

on trouvera, en ayant égard à Téquation (i) , 









et si l'on remet pour x' — a sa valeur tirée de (i), il 
vient 

, rf/' da 

et, remplaçant -j-7 par — — » 

Pour éliminer j^' — 6, on remarquera que les équa- 
tions (i) et (3) donnent 



R = (r'-e)y/.+|;, ou R = (^'_6)y/, + ±;, 



PREMIÈRE PARTIE. ]63 

d'où 



r'-^ 



i^iloL^-hd^' 



Reportant cette valeur de y^ — 6 dans Téquation ci- 
dessus, il vient, abstraction faite du signe du radical. 



ce qui démontre que la différentielle du. rayon de cour- 
bure est égale à celle de Tare de la développée. D'où l'on 
tire les mêmes conséquences que précédemment. 

Si l'on donnait l'équation F (a, 6) = o de la déve- 
loppée, et qu'on demandât celle de la développante, il 
faudrait éliminer a et 6 entre l'équation donnée et les 
deux suivantes : 

dy dot. r ^\ doL 

dans lesquelles ~ serait donné en fonction de a et S au 

moyen de l'équation F (a, 6) =o. Il en résulterait une 

dy 
équation entre x, y, ^^ et , au moyen du ealcûl intégral , 

on trouverait Féquatîon finie entre x et y. 

Courbes enveloppes, 

158. Nous avons vu que le centre de courbure est la 
limite du point de rencontre d'une normale fixe avec la 
normale infiniment voisine-, que, par conséquent, la déve- 
loppée est le lieu géométrique de ces points limites, consi- 
dérés sur toutes les normales : nous avons vu de plus que 
la normale, dans toutes ses positions, est tangente au lîeu 
de ses intersections successives. 

Généralisons ces conditions, en supposant une courbe 

1 1. 
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représentée par une équation quelconque 

F(4r, ^, a) = o, 

dans laquelle a est une constante. 

Pour chaque valeur de a on aura yne courbe particu- 
lière , et si Ton conçoit que a varie d^une manière conti- 
nue, on aura une suite continue de courbes infiniment 
voisines les unes des autres. Si Ton en considère une 
comme fixe, la courbe infiniment voisine la coupera en 
certains points qui tendront vers des limites déterminées 
à mesure que la courbe variable se rapprochera de la pre- 
mière; ces points limites, considérés sur toutes ces 
courbes, forment le lieu que nous allons nous proposer 
de déterminer. 

Soit h une quantité infiniment petite ; l'équation 

représentera une courbe infiniment voisine de celle dont 
l'équation est 

F(x, ^-j a) = o. 

Il faut donc chercher les valeurs de a: et y qui satisfont 
à ces deux équations , et les limites vers lesquelles elles 
tendent quand h tend vers zéro. L'équation de la courbe 
variable peut se mettre sous la forme 

F(x, r, a) -h AF'(a -h 0A) = o. 

Les coordonnées des points communs aux deux courbes 
satisferont aux deux équations 

F(^> yy «) = o> F' (« -+- GA) = o. 

Leurs limites seront donc les solutions communes aux 
deux suivantes : 

F(j:, j, «)=:o et F'(fl)=:o, ou -- = o; 



PREMIERE PARTIE. 1^5 

et si Ton veut le lieu des points qu'elles fournissent , il 
faut éliminer a entre ces deux équations. 

La règle pour former l'équation du lieu de ces intersec- 
tions successives consiste donc à éliminer la constante 
• entre V équation de la courbe variable et sa dérivée "par 
rapport à cette constante. 

Il est nécessaire de remarquer que les raisonnements 
précédents supposent que la fonction F(j:, j^ a) n'ait 
qu^une seule valeur, pour un même système de valeurs 
de X, y y' a-, car, sans cela, il serait possible qu'on dût 
prendre deux des formes différentes de cette fonction dans 
les équations des deux courbes voisines. Dans ce cas, on 
ne pourrait supprimer F(x, y^ a) dans le second, et les 
valeurs limites de x, j seraient celles qui rendraient 
égales les deux valeurs de cette fonction. 

159. Cette courbe jouit de la propriété remarquable 
d'être tangente à toutes les positions successives de la 
courbe variable. 

En effet, si de l'équation — = o on lire a = y (x, y) , 

et qu'on substitue cette valeur dans ¥ [x^j^ a) = o, on 
aura , pour l'équation du lieu cherché , 

(i) . F[^,/, (p(x,^)] = o. 

Soit l'équation d'une quelconque des courbes variables 

(2) F(j:,/, fl) = Q. 

Ces deux courbes (i) et (-i) ont généralement des points 
communs^ d'après la génération de la première^ or il est 

facile de démontrer qu'en ces points la valeur de —• est la 

même d'après les deux équations. 

En effet, l'équation (i) différentiée donne 

rfF clY dy dF (dtf dtf dy 
dx dy dx dt^ \dx dy dx 
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df dY 

Mais — ne diffère de — qu'en ce que ^[oc<^ j) y remplace 

a, ei<f[x^y') e9t précisément la valeur de a qui rend nul 

d¥ dF . , 

— \ donc — est identiquement nul, et il reste pour dé- 

dy t y , 
terminer — ? d'après Féquation (i) , 

dY ^F<^ __ 
dx dy dx 

Maintenant Féquation (2) differentiée donne 

^ dY dy _ 
dx dy dx ' 

équation qui ne diffère de la précédente qu'en ce que a y 
remplace 9>(^, /). Mais pour le point commun aux deux 
courbes, on a a = (p(jc, j^), puisque cette équation n'est 

autre que — = o : donc, en ce point , la valeur de -j- est la 

même pour les courbes^ donc en£in la courbe variable est 
constamment tangente à la courbe fixe qui est le lieu de 
ses intersections successives, et c'est pour cela qu'on a 
donné à cette dernière le nom de courbe eny^eloppe. 

Néanmoins il ne faut pas croire que la courbe enveloppe 
soit nécessairement tangente à toutes les courbes va- 
riables-, cela n'a lieu que pour celles qui sont coupées 
par les courbes infiniment voisines , et les raisonnements 
précédents ne s'appliquent qu'à celles-là. Qr il peut arriver 
que ce ne soit qu'entre certaines limites de la. constante 
que cette intersection ait lieu. 11 est donc plus exact de 
définir la courbe enveloppe par la propriété d'être le lieu 
des intersections successives des courbes variables, que 
par celle d'être tangente à ces courbes dans toutes leurs 
positions. 

160. Si Ton prend pour la ligne variable la normale à 
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une courbe donnée , l'enveloppe sera le lieu des centres 
de courbure, puisqu'on a démontré qu'ils sont les limites 
des rencontres des normales infiniment voisines. En ap- 
pliquant à cette question la théorie qui vient d'être 
exposée, il est facile devoir que le calcul, conduit à la 
développée. En effet, l'équation d'une normale quel- 
conque est 

y' est une fonction connue de x\ et x' remplace ici la 
constante a. Diflérentiant cette équation par rapport à a?', 

il vient 

d'y' 



dx' dy"" ^ ^^ dy 



dx'^ dx' 



d'où 



dx'\ ^ dx" 



) 



et , par suite , 



dx'' 

dy'' 
^ dx'' 

y — r — 



dx'' 

Ces valeurs de a: eijr sont précisément celles de a et ê du 
n*^ 154. Pour obtenir l'équation de la courbe enveloppe, 
il faudrait éliminer x' entre ces deux équations, après 
avoir préalablement remplacé j^' en fonction de x^ : ce qui 
revient, à éliminer a:', j' entre ces deux équations et celle 
de la courbe donnée. Ce calcul n'est autre que celui qui 
est indiqué n^ 154 pour obtenir l'équation de la déve- 
loppée. 
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applications des théories précédentes. 

161. Parabole. — Soit a:* = apy, on en lire 

j:' djr X d^y i 
2/? dx p dx^ p 

La valeur du rayon de courbure sera 



«-(-;-:)* 



Les coordonnées du centre de courbure seront données 
par les équations 

et 



-"='(•■*■?) 



ou a = • 



Éliminant x el y entre ces deux équations et celle de la 
parabole , on trouve , pour équation de la développée , 



8 » r^ » 



Cette courbe a un rebroussement du premier genre au 
point pour lequel a = o. 

162. ElUpse. — L'équation a>j* -h b^x^ = a'A* 
donne 

dy b^x d^y b* 

dx ^^y dx^ a^y^ 

X 

(ay^-^b'^x^y 
^ = -^^^ 

Ovj en désignant toujours par N la longueur de la nor- 
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maie, on a 

»_ — _ , 

donc 

Les coordonnées du centre de courbure seront données 
par les équations 

jr — 6 = ' — -7- , X — a = J 7-— • 

a^b* b*a* 

Si , au moyen de Téquation de l'ellipse , on élimine x de 
la première , et j^ de la seconde , on trouve , en posant 

^♦6 . a*oi 



ou 






♦ ± 

r.= T^», x = -^a^; 



et, substituant dans l'équation de l'ellipse , on a, pour Té- 
quation de la développée , 

1.1. i. ' -i 

163» Hyperbole, — Soit maintenant 

ay*— b'x^ =— a^b', 

on aura 

dy b^x d^y b* 

dx a^x dx* fl*.r^ 

m'y^-^b'x'Y „ {a'y'^b'x^y ^ a'N» 
fl<6* «* b^ 

Les équations qui déterminent les coordonnées du centre 
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de courbure seront 

y^- ^T^^ ' x~a- ^^^ ; 

d'où, en posant a* 4- i' = c', 

b^ ^ a* ^ 

et l'équation de la développée sera 

2. 1 12. 1 

b^ 6» — a» a^ =— c*. 

Elle se déduirait de celle de l'ellipse en y changeant 6' 
en — i ' . 

164. Çycloïde. — L'équation différentielle de la cy- 
cloïde est 






'^r _ . /»« . d-„ù 'i'r _ « 



et, par suite, 

Or la normale MN (fig- 1 1 ) est égale à s/iay. Donc 
R = aMN ; on aura doue le çe^re de courbure O , relatif 
au point M , en prenant NO = MN. Mais si au milieu I de 
la base on élève la perpendiculaire IB égale au diamètre 2,a 
du cercle générateur, et qu'on mène en B uixe parallèle BV 
à la Tîase, le cercle décrit sur la perpendiculaire NC 
comme diamètre passera par O : l'arc NO sera donc égal 
à l'arc MN du cercle NMD , et , par suite , à la ligne AN. 
Donc OC == NI = BC. Donc le point O appartient à la 
cycloïde décrite par un point d'un cercle ayant ia pour 
rayon, le point B pour origine, et BV pour base. 

La développée de la cycloïde AEA' se compose dxHK de 
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deux demi-cycloïdes AB , A'B, identiques avec la pre- 
mière , et dont le prolongement se rapporterait aux bran- 
ches suivantes de celle-ci. 

16S. La différence de deux rayons de courbure étant 
égale à l'arc de la développée, compris çntre les deux 
points de contact , et le f aypn de courbure de AEA' étant 
nul au point A, la ligi^e IVIO est égal^ à Tare AO. Donc 
dans toute cycloïde AOB, l'arc compris eutre le sommet A 
et un point quelconque O est double de la corde NO du 
cercle générateur NOC qui passe en ce point. 

Ainsi, en revenant à la cycloïde primitive, on aurait 

ME = 2MD, 
et, par conséquent, 

AE = 4« et AEA' = Sa. 

Si Ton fait aa — y = j'? c'est-à-dire si Ton compte 

lesj^' à partir de E, dans le sens El, et que l'on pose 

EM = 5 , on aura 

5* = Sajr'' 

Telle est l'équation de la cycloïde entre . l'ordonnée ei 
Tare', comptés à partir de son sommet. 

Si l'on applique à cette équation la formule 



\/' 



dj;' 
R = 7-r—, 5 



d^y' 



ds' 
on trouvera 



R == 2.^ia(7.a — y') z=z 7.sl 



7.ay. 



166. Pour trouver l'équation de la^ développée ,^ il fau- 
dra éliminer x ely entre l'équation de la cyçloï^ 



a — y 1 

X z=z a arc cos ysâf/ — 



1 
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et les deux équations entre a , S , jr, y , qui se réduisent à 



D'après le signe qui a été choisi pour le radical , le point M 
que Ton considère est dans la partie AE. 

Ces valeurs x ely^ substituées dans Téquation de la 
cycloïde , donnent 

a •■¥ ^ I s rr. 

a = fl arc cos h v — aa 6 — 6'*. 

a 

Si Ton transporte l'origine au point B , en posant 

a ^^ ol' -{^ Tta, 6 = 6' — 2^, 



on obtient 



et' = a arc cos Jza^' — 6'*. 

a 



Si donc on compte les a' positifs dans le sens BV au lieu 
de BV, on retrouve l'équation de la cycloïde primitive 

_ ^__ fi/ 

a' == a arc cos i/2tf 6' — 6'^ 

a ^ 

167. On peut déterminer Taire de la cycloïde en la 
considérant comme la somme des parties comprises entre 
les rayons de courbure consécutifs. 

Soient QH , PK deux rayons in&niment voisins , S leur 
point de concours , et PR parallèle à AA'^ le rapport des 

SF* 
triangles semblables SLF, SRP est ^— ? dont la limite est 

sir 

j\ de plus, QRP est infiniment petit par rapport à ces 
triangles, ainsi que Taire HSK. Donc la limite de la 
somme des aires LFPR, depuis A' jusqu'à A, est Taire 
comprise entre la cycloïde AEA' et sa base 5 et la limite 
de la somme des triangles SLF est Taire comprise entre 
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A A' et les arcs AB, A'B : celte aire ajoutée à la première 
forme le rectangle construit sur A A' et na. D'ailleurs 
le rapport de LFPR à SLF a pour limite 3 , puisque le 
rapport de SPR à SFL a pour limite 4- Donc l'aire de la 
cycloïde AEA' est les trois quarts du rectangle qui a pour 
base 2Tra et pour hauteur 2a , et dontl^aire est, par consé- 
quent, 4^a'. 

L'aire de la cycloïde est donc 37ra', ou trois fois celle 
du cercle générateur. 

168. Spirale logarithmique. — Son équation r = ae"*^ 
donne , comme on l'a vu ci-dessus , 

— = mae , -—- z=i m^ae , 

N = fltf *"* V^r+Tm» = MO , {fig, 1 2) S« = mae '"^ = AO. 
On trouvera ,. pour le rayon de courbure, 

R = ûT^'"* V'i 4-/w% ou R = MO. 

Le centre de courbure est donc à la rencontre de la nor- 
male avec la perpendiculaire menée par le pôle au rayon 
vecteur. 

Si l'on pose 

OAX = 9', AO = r', 

l'équation polaire de la développée sera, diaprés ce qui 
précède , 



r' = mae 



On peut lui donner la même forme qu'à la proposée, en 
comptant les angles à partir d'une droite faisant avec AX 
un angle a tel , que l'on ait 



m 



(-Î) 



me '= i; 
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ré<{uation précédente devient alors 

La développée d'une spirale logarithmique est donc 
une spirale identique, et qui coïnciderait avec elle, si on 
la faisait tourner autour du pôle, d'une quantité angu- 

laire a égaie a 

169. La différence des deux rayons de courbure MO, 
M'O' étant égale à l'arc OCy de la développée , il s'ensuit 
que si le point M' tend indéfiniment vers le p6le, ainsi 
que O', Tare OO' se rapprochera indéfiniment d'être égal 
à MO. 

Ainsi la longueur totale de Tare d'une spirale loga- 
rithmique compris entre un point quelconque O et le 
pôle asymptote, est égale à la tangente OM terminée a 
la perpendiculaire au rayon vecteur AO, menée par le 
pôle. 

Tangentes et plans normaux aux courbes à double 

courbure, 

170. Une courbe dont tous les points ne sont pas dans 
un même plan est dite à double courbure. La tangente 
en un quelconque de ses points est la limite vers laquelle 
tend une sécante qui passe par ce point 6t par un autre 
appartenant aussi à la courbe , et qui se rapproche indé- 
finiment du premier. 

On appelle longueur d'un arc la limite vers laquelle 
tend le périmètre d'un polygone inscrit, lorsque ses côtés 
tendent tous vers zéro. Cette limite est indépendante du 
mode de division de l'arc , parce que les rapports des élé- 
ments correspondants de ces polygones , compris entre des 
plans parallèles infiniment voisins, ont pour limite Tu- 
nité. 
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On pourra donc encore prendre la corde au Heu de l'arc 
infiniment petit, et la différentielle ds de Tare d'une 
courbe à double courbure aura pour expression 

les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires. 

171. Une sécante passant par les points de la courbe 
ayant pour coordonnées 

^1 r> «, et X-+- A.r , 7 -h Aj, z -h Az, 

fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 

àx àjr Az 
A^ A5 As 

en regardant As comme égal à sa corde. Leurs signes 
apprennent si la droite dirigée du premier point vers le 
second fait, avec les axes, des angles aigus ou obtus. 

f/jf* flY dz 

Les limites de ces expressions, ou — » ~-5 — t sont les 

as GiS €mS 

cosinus des angles que fait la tangente avec les axes. 

172. Les équations de la sécante passant par le point 
x'^y\ z^ de la courbe, et un autre point infiniment voi- 
sin, sont 

'— '=^'(^-^')' ^-^'=&'('-^')' 

donc les équations de la tangente seront, en prenant ces 
rapports diflFérentiels à leurs limites , 

■ 

Si la courbe est déterminée par les équations de ses 

dx^ dy* 
projections sur les plans XZ , YZ , on tirera -j-y et -^ de 

chacune d'elles. 
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Si elle est donnée par deux équations à trois variables 

on en déduira 

et il faudra tirer de ces deux équations les valeurs de 

dx' dr^ 

j-j-f -~7 y pour les reporter dans les précédentes, ou éli- 
miner de toute autre manière -— > ^, > entre les quatre 

équations \ on obtient ainsi , pour les équations de la tan- 
gente, 

Nous verrons plus tard que ces équations ne sont autre 
cbose que celles des plans tangents aux surfaces repré- 
sentées par les deux équations données , et dont la courbe 
donnée est Tintersection. 

173. On appelle plan normal celui qui est perpendi- 
culaire à la tangente, au point de contact. Son équation 
sera , d'après celles que nous avons données d'abord pour 
la tangente, 

ou 

{x — x') dx' -h {y '-x')dy' -h {z •^z')dz' = o. 

174. On pourrait parvenir à cette même équation en 
cherchant le lieu des droites menées par le point x\ y\ z\ 
perpendiculairement à la tangente. Soient, en effet, x^y^ z 
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les coordonnées d^un point quelconque d'une de ces 
droites , les cosinus des angles qu'elfe fait avec les axes 
sont proportionnels aux quantités x — x'^j — j'^ z — z'-^ 
ceux qui se rapportent à la tangente sont proportionnels 
à £ir', dy*^ dz* i or, pour que ces deux directions soient 
perpendiculaires, il faut que le cosinus de leur angle 
soit nul; d'où résulte, pour tous les points du lieu, 

[x - x')dx' -+- {y—y')dy' 4- (z — z')dz' = o. 

175. On peut encore obtenir l'équation du plan nor- 
mal en le considérant comme la limite du plan qui ren- 
ferme les points communs à deux sphères égales ayant 
leurs centres en deux points de la courbe, infiniment 
voisins. 

Soient x'^ y\ z' les coordonnées du premier point, 
X* -h Lx\ y' -h ^y\ z' -f-^^z' celles du second, et R le 
rayon des sphères -, l'équation de la première est 

{x - ir')* 4- [y—y'Y -+- (2 - z')' = R'; 
celle de la seconde est 

Elles ont lieu en même temps pour les points communs , 
et si on les soustrait l'une de l'autre, on trouve, en né- 
gligeant les infiniment petits du second ordre et substi- 
tuant les différentielles aux différences , 

(jc -, x' ) e/x' -f- ( j — /' )rf/' 4- (2 — z') rfî' = o. 

Cette équation étant du premier degré est celle du plan 
qui contient le cercle d'intersection des sphères , pris à sa 
limite, ou du plan normal. 

Toute ligne située dans le plan normal est dite nor- 
male à la courbe. 

Tout plan passant par la tangente est nomoképlan tan- 
gent à la courbe. 

2* édit. 1 2 
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Plans tangents, plans normaux, et normales aux 

surfaces courbes. 

176. Plan tangent, — Une taDgente à une surface est 
la limite vers laquelle tend une sécante menée par un 
point de cette surface, lorsqu'un second point d'intersec- 
tion tend vers le premier. 

Ce second point pouvant tendre d'une infinité de ma- 
nières vers le premier, il y a une infinité de tangentes à 
la surface en ce point. Nous allons démontrer que le lieu 
de toutes ces tangentes est un plan , et nous lui donnerons 
le nom de plan tangent. 

Pour déterminer, en général , le lieu de ces tangentes , 

soit 

F(jr, /, 3) = o, ou z=/{x,jr) 

Téquation de la surface. 

Les équations d'une tangente quelconque au point 
.r',j^', z^ seront 

dx' dy' 
les quantités -^-7? -j-f sont indéterminées, mais liées entre 

elles par l'équation 

dx' df 



dans laquelle p et q représentent les dérivées partielles 

(^7 ' (^') ' ^^^^^^ ^^ Téquation z =f(x,y). 

dx' dr' 
Si l'on élimine -7-7 5 -T-7 entre les trois équations pré- 
cédentes, on aura l'équation du lieu de toutes les tan- 
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ou 



ou 



— z'==/?(.r — jr')H- 7(j — j'). 



T-î et -7—, désignant les dérivées partielles de la fonction 

ax dy' ^ ^ 

de x et j^ qui expi'ime la valeur de z. Cette équation 
étant du premier degré par rapport à x, j^, 2 , il s'ensuit 
que le lieu des tangentes est un plan. 

L'équation du plan tangent prend une autre form^ 
quand l'équation de la surface est de la forme 

€t non résolue par rapport à z . 

Un déterminera -y—, et —, par les équations 

d^ dF_dz^_ dF^ dF dz' _ 

dx' '^ dPd^'^^' liP"^ dP liP '^ ^^ 

et Péquation du plan tangent sera 

177. Normale, • — La normale est la perpendiculaire 
au plan tangent, menée au point de contact; ses équa- 
tions seront donc 

12. 
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ou 

(.-.x');^ = (.-z')-, (^-.,')_ = (.-.-)_. 

178. Plan normal, — Si, au point de contact d'une 
tangente à une surface, on mène un plan perpendulairc 
à cette ligne, on aura un plan normal à la surface. On 
trouvera son équation, soit en partant dos équations 
d*une tangente, soit par Tintersection de deux sphères 
égales dont les centres se rapprochent indéfiniment. De 
cette manière on aura pour Téquation d'un plan normal 
quelconque au point x'^y'^ z\ 

(jT — a:' ) fix' H- ( j — x') dy' -+- (z — z' ) dz* = o. 

Elle est indéterminée parce que les différentielles dx\ 
dy\ dz' ne sont assujettis qu'à la condition 

dz' = pdx' 4- qdy' = ^, €lx' + ^, dr-, 
si l'on substitue cette valeur de dz\ on obtient 

-+- dy' j^^ - ^' H- ^, (z - z' )J = o. 

Cette équation changera avec le rapport que Ton établira 
entre aÎo:', dy* ^ et représentera tous les plans normaux au 
point donné. 

179. De cette équation du plan normal, on peut dé- 
duire celle de la normale, et, par suite, du plan tangente 
En effet , on voit qu'elle est satisfaite , quel que soit le rap- 
port de df à dx\ si l'on pose les deux équations 
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Doîic tous les plans normaux se coupent suivant une 
même droite, représentée par ces deux équations. Celte 
droite étant perpendiculaire à toutes les tangentes, ces 
dernières sont toutes dans un même plan, ayant pour 
équation 

dz^ dz* 

On trouve ainsi, indépendamment de la première mé- 
thode, les équations du plan tangent et de la normale. 

180. Plan osculateur, — On appelle ainsi la limite 
vers laquelle tend le plan qui passe par trois points d'une 
courbe, qui tendent indéfiniment à se réduire à un seul. 
Soient a:', j', z' les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe, x' -h^^\ ^ ■+- A^'? 2' -h ^^' celles 
d'un point infiniment voisin, et x^ -f- ^^x' -+- ù}x\ 
y' -h iC^y^ -h A'j^', z' -t- aAz' -h ù?z' celles d'un troi- 
sième point de la courbe , les dijOTérentiellt^s étant déter- 
minées d'après les accroissements égaux d'une variable 
quelconque, dont x[^ y\ z' sont des fonctions déter- 
minées. 

Tout plan qui passe par le premier point a pour équa- 
tion 

z ^ z' z= a[x ^ x')-\- b[y — y')', 

pour qu'il passe par les deux autres , on aura les tîondi- 
tions 

Az' — a^' -h ^Aj', 

A^z'=: «A'jc'-h 6A^j'j 

et pour le plan limite ces équations auront lieu entre les 
diflerentielles 

dx\ dj'% dz'y d'x'y d-y\ d^z'. 
Les valeurs de « et è tirées de ces deux équations, et 
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reportées dans celle du plan , donnent l'équation du plan 
osculateur, qui est 

+ (z _ «') [dx'd^y' — dy'd-'x')^ o. 

1 81 . Si l'on cherchait la limite des plans passant par la 
tangente en un point d'une courbe , et j)ar un autre de se» 
points tendant vers le premier, îl es! facile de voir qu'on 
retrouverait le plan osculateur. 

En efii^t , les écpiations de la tangente sont 

dx' dr' 

ar — x' = — (3 — z'), X "-^' = ^ (* — *')> 

et le plan dont l'équation est ^ 

z-^z' =za{x'-x')-Jfb{y ^ y') 
contiendra cette tangente , si l'on a 

dx^ dy' 

I = a -— r -h b -f^ -) ou dz' =: adx' + bdy'y 
dz dz' 

oa, prenant t pour variable indépendante, 

€lz' dx' , dy' 

dt dt dt 

Pour que ce même plan passe par un point ayant pour 
coordonnées x' ■+■ Ax', j' -h Aj^', z' H- A-z', il faudra que 
l'on ait 

Mais on ne pourra, dans cette équation^ négliger les 
termes du second ordre , parce que tous -ceux du premier 
disparaissent , en vertu de l'équation précédente. 

En eflet , si l'on développe les différences , et qu'on se 
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borne au second ordre, on aura 

. dz' dH' M^ ^ dy' d-'Y'àf 

de dt' 2 -^ dt dt' 2 

dj:' d'x'At^ 

Xx = -—- A/ -f. — H 

dt dt^ 2 

Subsliluant dans Téqualion ci-dessus, les termes qui 

lenferment At au premier degré disparaissent , et il reste , 

en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, ei 

j. . M' 

divisant par — » 

^'z' t/'x' r/'r' 

dt^ dp dt' -^ 

Les coefBcients a et i sont donc déterminés par les mêmes 
équations que précédemment, et Ton trouve l'équation 
du plan osculateur. 

On trouverait encore le même plan en cherchant 
la limite de celui qui passerait par une tangente et une 
parallèle à la tangente infiniment voisine. 

182. Angle de contitigence, — On appelle ainsi Tangle 
de deux tangentes infiniment voisines, ou , pour parler 
rigoureusement, la diflérentielle qui correspond à cet 
angle infiniment petit; c'est-à-dire une quantité dont le 
rapport à l'accroissement de la variable indépendante 
soit égal à la limite du rapport de l'angle des tangentes à 
ce même accroissement. Ces tangentes n'étant pas d^ns un 
même plan , leur angle est celui de deux droites qui pas- 
seraient par un même point et leur seraient parallèles. 
Soient rt , i , c les cosinus des angles formés avec les axes 
par la première tangente, et a + Aa, b -h Aft, c -j- Ac 
ceux qui se rapportent à la seconde -, le cosinus de Tarigle o) 
de ces deux directions sera 

cos vi=zd--{- b--\- €■-+- fila -fc bàh 4 (àc =z i -f- aàa 4- blS -h cAc. 



\ 
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De Téquation 


rt« 4_ ^^ _|. c' =: I 


on tire 





OiOSa -h ubAb -f- 2tfAc H- Aa^ -f- Aô' 4- Ac^ = o; 

donc 

(k) A/ï * -h A^^ 4- At- ' 
I — cos» = 2 sin'' - = • 

2 2 

Si l'on remplace sinoi) par o»), et les diiTérenees par les 
différentielles, ci) sera ce que nous avons appelé Tangle 
de contingence , et Ton aura 



«» = da » 4- db^ -f- rfc% ou &> = y^e/a* H- éifi!^^ -f- dcK 

On pourrait encore établir cette formule par des consi- 
dérations géométriques. 

Menant MB (fig* i3) parallèle à la seconde tangente^ 
et prenant MA = MB = i , on a 

AB = ». 

Projetant le polygone MAB sur les trois axes , et appelant 
A, /x, V les angles de la direction AB avec les directions 
positives de ces axes ^ on pourra écrire 

da =: b) C'OS "ky db z=z on cos pi , de "=. tii cos v ,. 

da 



«= ^da^-^db^-^dc^ , cos> = 



^déi^-hdb^-hdc^ 



db de 

eos fx = ' ) arc := 



>J da^ -h db^ -h dc^ ^ da^ -^ db^-^dc^ 

Cela fait connaître Fangle de contingence et les cosinus 
des angles de la direction prise du point M vers le centre 
de courbure. 

Or on a 

djc , df dz 

ds ds ds 
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d'où Ton tire 

(IsePx — dxd-s ,, dsd^y — dyd^s 
da = ~ , db= ^^/ , 

dsd^z — dzd^s 



de =r 



ds' 



substituant ces valeurs dans celle de w, et observant 
qu'on a 

ds' = dx^ -h djr^ -f. dz\ 

dsd^s = dxd^x -h dyd'^y -^ dzd^z, 

on obtiendra 

On peut faire disparaître d^s de cette expression , en tirant 
sa valeur de l'équation précédente : on trouve ainsi , toute 
réduction faite , 

w = ^ ^ (drd* z — dgd V )' 4- (dzd *x^dxd^ zf -t- {dxd^y — dyd*x)\ 

183. Si, au lieu de chercher Tangle de deux tangentes 
en des points M, M' infiniment voisins {fig. i4)> o^^ cher- 
chait Fangle de la corde MM' avec la corde M' M'', en 
supposant les deux points M' M'' correspondants aux 
accroissements égaux d'une variable quelconque- f, on 
trouverait la même expression pour l'angle TM'M". En 
effet 9 les cosinus des angles de MT avec les axes ^amit les 

rapports jjjjj7, :^^, j^^, «tdiflfèrenl de quantités infini- 

1 T !• • • ^-^ dy dz -. 

ment petites, de leurs limites respectives — ? —-? — • Le 

changement de f en ^ -f- rff donnera donc les mêmes accrois- 
sements dans les uns et les autres , en négligeant les quan- 
tités d'un ordre supérieur à celui des accroissements. Il 
(*st donc inutile de recommencer ici 1rs calculs précé- 
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dents ^ et la valeur de TM'M" aura la même expression 
que celle de l'angle de contingence w. 

184. Cercle osculateur, — Dans les courbes à double 
courbure, comme dans les courbes planes, nous appelle- 
rons cercle osculateur la limite du cercle qui passe par 
trois points infiniment voisins; ce cercle limite se trou- 
vera évidemment dans le plan osculateur. 

Soient M {fig*, i5) un point quelconque de la courbe ; 
M', M" des points qui s'en approchent indéfiniment; 
O le point de rencontre des perpendiculaires menées par 
M, M^' à ces deux cordes, dans le plan qui les contient : 
M'O sera le diamètre du cercle passant par M, M', M", 
L'angle O a pour mesure l'arc de cercle MM'M'' divisé 
par le diamètre M'O. Or on peut substituer à cet arc celui 
de la courbe, ou aû^ 4- A*5. 

On aura donc M'O =,-77- en négligeant A'^. 

Mais l'angle O est égal à TM'M" qui peut être remplacé 
par l'angle de contingence o) relatif à l'arc âis. On aura 
ainsi , en désignant par R le rayon du cercle osculateur, 

R = — ; d'où , en remettant pour co l'une ou l'autre des 

deux expressions données précédemment , on lire les for- 
mules rigoureusement exactes 

et 



R 



V^ («^ rf* z — dsd^jr^-^- {dzd^x — dxd*zy -i- {dtd^j — dyd^xy 



185. Angle de torsion. — On appelle ainsi Tangle de 
deux plans osculateurs consécutifs, ou , pour parler plus 
«exactement, la différentielle correspondante. 

Soient a, S, y les angles que fait avec les axes la nor- 
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maie à un plan osculateur-, on aura, d'après I équation 
de ce plan, a:, y^ z étant les coordonnées du point de la 
courbe , 

lird^ z -- dz(I^r . dzd-jc — dxd ' z 
COSa= :^i COs6=: 9 

dxd^ y — dyd'^x 
COS7 == ^ 1 

en posant 

La normale au plan osculateur infiniment voisin fera avec 
la précédente un angle égal à celui des deux plans , si on 
le désigne par U, on aura , par un calcul semblable à celui 
qui a donné l'angle de contingence, 



U = >/ (d.cos(x.)^-h (^.cos6)*H- (r/.coS7) ^ 

Telle est l'expression de l'angle dont le plan de deux côtés 
voisins du polygone infinitésimal tourne autour du se- 
cond pour venir passer par le troisième. Mais il faut l'ob- 
tenir en fonction des différentielles de x^ y, z-^ pour cela ^ 
posant 

djrd'^z — dzd^y =\, dzd^x — dxd^z=zY^ 

dxd^y — dyd"^ jc := Z , 
d'où 

dfd^z — dzd^y = rfX, dzd'^x — dxd^z = rfY, 

dxd^y — dyd^x = dZ, 
on trouvera 

X'-+-Y*-+-Z» 



_ ^{YdZ - Zd Y )* -^- (ZrfX - XdZy'-^- ( XrfY - Ydxy 
- X'-+-Y'-i-Z« 
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Mais on a 

YdZ — LdY Zr/X — Xr/2 Xr/Y — Y^X 



dx ily dz 

= dx(dyd^z — d^zd^x) -f- dx(d^zd^x — d^xdH) 

dz{d^xd^X — d^d^x). 



Donc 

.^_ . rfx(<iVa'g-<<«^<iV).4-4r(a » gd»jwd«x<l'g)-i-<ig(<l'xaV-dVrf'jf) 

Il n'y a pas lieu de représenter celle seconde courbure par 
celle d'un cercle qui se présenlerait aussi nalurellemenl 
que le cercle osculaleur qui mesure la première. 

186. Si le rayon de la première courbure esl infini pour 
lous les points d'une ligne , tous les côtés du polygone 
infinitésimal inscrit dans cette ligne sont dans le prolon- 
gement les uns des autres, et, par conséquent, cette ligne 
est droite. La condition pour qu'une ligne soit droite 
pourrait donc s'exprimer par l'équation différentielle 

{dfd'z —dzd'^yY -^[dzd^ X —dxd^Y-^- (dlrr/'j— r(yflf»x)»= o, 

d'où l'on lire les trois équations 

dyd ' z — dzd'^y = o , dzd"^ x — dxd ' z = c , tlxd ^y — djrd ' a; = o > 

ou encore 

, dz , dx dy 

d,--- =z o, d.-r-=zO. (i,--z=0', 
dy dz dx 



d'où Ton conclut 



dx dy 

dz ^ dz 



a et b étant des constantes arbitraires. Et comme a et b 
sont les dérivées de az et bz ^ il suit d'une proposition 
démontrée précédemment, que les fonctions x et jr ne 
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peuvent être que de la forme 

jc = flz -f- a, ^' = ^3 -h 6, 

a et S désignant des constantes arbitraires. On retombe 
ainsi sur les équations générales de la ligoe droite. 

Si la seconde courbure est nulle, tous les plans oscula- 
teurs se confondront, et la courbe sera plane. La condi- 
tion pour qu'une courbe soit plane est donc exprimée par 
l'équation différentielle 

dx{d^yd*z -— d^zd^x)-^ dy{dHd*x — d^xd^z) 
dz[d^xd^X — d'^yd^x) = o, 



équation qui se réduit à 

d^ycPz — d^zd^jr =z o, 

si Ton prend x pour variable indépendante. 

On vérifie bien facilement que cette relation existe pour 
tous les points d'une ligne située tout entière dans un 
plan. 

187. Surface polaire. — Si l'on conçoit un polygone 
infinitésimal inscrit dans une courbe à double courbure, 
et quW élève des plans perpendiculaires au milieu de ses 
côtés successifs, la ligne d'intersection de deux de ces 
plans consécutifs sera le lieu des pôles du cercle passant 
par les trois sommets correspondants du polygone; et sa 
limite sera le lieu des pôles du cercle osculateur vers lequel 
tend le cercle variable. 

Il est facile de reconnaître d'ailleurs que l'on trouverait 
la même ligne en cherchant la limite de l'intersection de 
deux plans normaux consécutifs. 

Si Ton agit de la même manière en tous les points de la 
courbe donnée, on obtiendra une suite de lignes polaires 
qui formeront une surface qu'on nomme surface polaire. 
EUe-n'est autre chose que le lieu des centres des sphères 
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limites de celles qui ont trois points infiniment voisins, 
communs avec la courbe. Cette surface est développable , 
car elle se compose d'éléments plans indéfinis compris 
entre les deux intersections successives de trois plans 
consécutifs. De plus, ces éléments plans ont pour limite 
de leurs directions , celles des plans tangents : donc tous 
les plans normaux à la courbe sont tangents à sa surface 
polaire , et cette dernière peut être considérée comme la 
surface enveloppe de ces plans. 

188. Sphère osculaince. — On désigne sous ce nom la 
limite des sphères qui ont avec la courbe quatre points 
communs qui se rapprochent indéfiniment. Le centre de 
la sphère passant par quatre sommets consécutifs du po- 
lygone inscrit, esta la rencontre des deux droites sui- 
vant lesquelles se coupent les trois plans perpendiculaire 
aux trois côtés consécutifs du polygone; c'est le point 
commun à deux droites polaires consécutives. 

Les centres de ces sphères successives déterminent un 
polygone qui tend vers une courbe dont les droites po- 
laires sont les tangentes ; cette courbe est donc Tenveloppe 
des polaires. Elle est aussi Tarète de rebroussement de la 
surface développable , lieu de ces polaires, c'est-à-dire de 
la surface polaire. 

189. Équation de la surface polaire, — Cette surface 
est le lieu des intersections successives des plans nor- 
maux , ou encore des normales à la courbe donnée. Or 
l'équation d'un plan normal quelconque est 

Si Ton donne à la variable indépendante f , dont on re- 
garde x\y\ z' comme des fonctions connues , un accrois- 
sement infiniment petit Af , et que Ton considère le plan 
normal au point voisin qui en résulte, son équation se 
composera des mêmes termes que la précédente, plus les 



PREMIÈRK PARTIK. iqi 

termes résultant du changement des quantités x' ^ j'^ z\ 
dx\ dj\ dz'. Les premiers termes s'annulent pour les 
.points communs aux deux plans , et il reste , en négligeant 
ceux du troisième ordre et passant aux différentielles, 

Les équations ( 1 ) et (2) ont donc lieu entre les coordon- 
nées x^j^ z de tous les points d'une des génératrices de 
la surface polaire. 

Donc on aura l'équation de la surface polaire, en éli- 
minant x', y'^ z' entre les équations ( 1 ) , (2) et celles de 
la courbe donnée. 

190. Centre de la sphère osculatrice. — Ce ceijtre est 
la limite du. point de rencontre de trois plans normaux 
consécutifs, ou de deux droites suivant lesquelles se cou- 
pent les deux premiers et les deux derniers de ces plans. 
L'une est représentée à la limite par les deux équa- 
tions ( I ) , (2) -, l'autre par ces équations augmentées de 
leurs différentielles. Pour la limite du point commun aux 
deux droites, les différentielles des équations (i), (2) par 
rapport à x^y'^ 2', dx\,»,^ seront donc nulles, et il en 
résultera cette nouvelle équation 

(3) {x--x)d'jc'-^[y—y')d^y'-h[z — z')d'z'-^Zds'd''s' — o, 

Les équations ( 1 ) , ( 2) , ( 3) donnent le centre de la sphère 
osculatrice correspondante au point (a:', j^', z') \ et l'on 
aura les- équations du lieu de ces centres, ou de l'arête de 
rebroussement de la surface polaire, en éliminant x',^', z ' 
entre ces trois équations et celles de la courbe donnée; 
d'où il résulte deux équations entre x, y^ z. 

191. Il est facile de reconnaître, au moyen des équa-- 
tions (i), (2);, que tout plan normal à la courbe est 
tangent à la surface polaire. En effet, considérons sur 
cette dernière un point quelconque infiniment voisin de 
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celui qui a pour coordoiniécs j:, j", z et qui se trouve 
dans le plan normal déterminé par Féqualion (i). Soient 
considérés dx, dj^ dz comme les différences de leurs coor-. 
données: les équations (i), (2) sont satisfaites par les 
coordonnées du premier point ; et elles le seront par celles 
du deuxième, si Ton considère le plan normal infiniment 
voisin qui passe par ce deuxième point. 

Or, si Ton donne à x^j^ z-^ x\ y\ z* les accroisse- 
ments correspondants dx^ dj^ dz] dx' ^ dj'^ dz' dans 
Téquation (i), il restera, en vertu de Téquation (li), 

dxdx' -f- tlydy' -+- dzdz^ = o. 

Mais la droite qui joint les deux points pris sur la sur- 
face polaire, et finit par lui être tangente, fait, avec les 
axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels à 
dx^ djr^ dz ; Féquation précédente prouve donc que cette 
droite est perpendiculaire à la tangente à la courbe au 
point (x\ j', ^'), et que, par conséquent, elle est située 
dans le plan normal, au même point de cette courbe, 
puisqu'elle a déjà le point (x, y^ z) commun avec ce 
plan. 

192. Centre de courbure, — Le centre du cercle oscu- 
latéur, ou le centre de la première courbure, se trouve 
dans le plan osculateur, et sur la droite polaire du point 
que Ton considère sur la courbe. On aura donc ses coor- 
données eh cherchant les valeurs de x^ y^ z qui satisfont 
aux équations 

[X--X*)dx' ^{y-.y')dy' ^(^z-^z')dz' =0, 

{x-^x') d'x' 4- {y —y') d'y' -4- (z — 2') rf'z' = ds'\ 

(x-'X'){dy'd^z'^dzUny')~{-{y^y'){dz'd'x'-'dx'dH') 
-f- (z — z') [dx'd-'y' — dy'd'x') = o. 

Ces valeurs de x, j , z sont données par les formules sui- 
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vantes : 

R 

' ds 



2 



z — z' 



r^W{^x'd'z'—dz'dy)---dx'{dz'd^jo'---dx'dH')], 



X—X'=^-rTX'^'^'^'^^'^'r' — dx'd'x')^dz'{dY'dH'—dz'd'y';\, 

a:---- œ' z= J^^[dz' {dz'dW --- dx'd' z' )--- dy' {dx'd'y' -- dy^d'^x')], 
R désignant le rayon de courbure, dont la valeur est 

11= -— 



yj{dr 'd ^t'*—dz'd^r'Y-\-{dz'd^x'—dx'd*B'Y-^{dx'd^y'—dy'd^x'y 

Si, au lieu de déterminer les coordonnées du centre de 
courbure, on voulait les équations du lieu.de ces centres, 
il suffirait d'éliminer a:', y', z' entre les trois premières 
équations et celles de la courbe donnée*, les deux équa- 
tions résultantes entre a:, j, z seraient celles du lieu de- 
mandé. 

193. Contact de^ courbes à double courbure, — Cette 
théorie est semblable à celle que nous avons donnée pour 
les courbes planes; seulement, au lieu de couper les 
courbes parles droites parallèles à un axe, il faudra les 
couper par des plans parallèles à l'un des plans cooj> 
donnés, par exemple au plan x, y. ATnsî, lorsque deux 
courbes auront un point commun x\ y' ^ z\ et qu'en 
les coupant par un plan parallèle au plan x^j et situé 
à une distance infiniment petite dz' du point commun, 
la distance des deux points ainsi obtenus sur ces courbes 
sera infiniment petite, de l'ordre n H- i , on dira que les 
courbes ont un contact de l'ordre n. On reconnaît facile- 
ment que Tordre de cette distance infiniment petite est le 
même pour des plans coordonnés quelconques, pourvu 
que les tangentes à ces courbes au point commun ne 
soient pas parallèles au plan sécant. La projection d'une 
^y édit. i3 
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droite sur un plan étant égale au produit de cette droite 
par le cosinus de son inclinaison sur ce plan , le rapport 
des longueurs de la droite et de sa projection a une limite 
finie, si la limite de cette droite ne fait pas un angle 
droit avec le plan. Domc les trois projections orthogonales 
d'une droite variable de grandeur et de direction sont , en 
général, des grandeurs du même ordre que cette droite; 
et il en est toujours ainsi pour deux de ses projections au 
moins : il ne peut y avoir qu'une d'entre elles , au plus , 
qui soit infiniment petite par rapport à cette droite. D'où 
il suit que, pour que deux courbes à double courbure aient 
un contact de Tordre n , il est nécessaire et suffisant que 
deux de leurs projections aient un contact de cet ordre; 
ce qui ramène à la théorie du contact des courbes planes. 
Ainsi les conditions pour que ce contact ait lieu au point 
dont les coordonnées sont oc* ^y'^ z', consistent en ce que 
pour la valeur z' A.e Zy les quantités 

dx dy d^x d^y d^x d^y 

aient les mêmes valeurs d'après les équations de ces deux 
courbes. On obtiendra donc encore la courbe osculatrice 
d'une espèce donnée, en déterminant les coefficients de 
ses équations de manière qu'il en résulte le plus de déri- 
vées communes avec la courbe donnée , à partir des pre- 
mières. Si les projections sur un plan avaient un contact 
plus élevé que les projections sur un autre , il suit de ce 
qui précède que le moins élevé des deux exprimerait 
l'ordre du contact des deux courbes proposées. 

194. Droite osculatrice. ' — Les équations générales 
d'une droite étant 

x = r2z-Ha, y =1 bz -^ ^ , 

les équations qui détermineront a, a, 6, S seront 
/ , , , , ^ d^' ^W » 
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les dérivées ^ ? -^ étant tirées des équations de* la 

courbe donnée. La droite osculatrice a donc pour équa-- 
tions 

dx' . dv' 

ce sont celles que nous avons déjà trouvées pour la tan - 
gente. 

495. Cercle oscillateur. — Les équations les plus com- 
modes pour la détermination d'un cercle dans l'espace 
sont celles d'une sphère et d'un plan. Soient donc les 
^ équations générales du cercle 

(0 (z - y )^ 4- (^ _ 6)^ -+- (:c - olY = R% 

(2) z-H «J? -+- ^j 4- c = o; 

différentiant deux fois ces équations , en considérant x 
ex y comme fonctions de z , et les autres quantités comme 
constantes , on aura les équations suivantes : 

(3)" («-7) + (r-6)J-t-(*-a)J = o, 

,,, df' «te' , ^,d*Y , ' ,d'x 

dx , dy 
(5) - i ^a—'h à-f=: o, 

dz dz 

On remettra dans ces six équations , au lieu de x, j^, 2, les 
coordonnées du point donné <le la courbe, et l'on rempla- 
cera toutes les dérivées par celles que donneront les équa- 
tions de cette même courbe. On en déduira les valeurs de 
six des constantes a, i, c, ât, 6, y, R, et il en restera 
une indéterminée , parce qu'on peut faire passer une infi- 
nité de sphères par un même cercle. 

i3. 
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Les coefficients fl, b , c sont enlièrement déterminés, et 
l'équation du plan devient, en désignant par x' , j ', «' les 
coordonnées du point donné, 

(z — «') [dx'd^x' — dy'd'x') — dz'd^y' [x — x') 
-^dz'd^x' (^— j') = o. 

Cette équation n'est autre chose que celle du plan oscula- 
teur, dans laquelle z est pris pour variable indépendante. 
Les équations (3), (4), dans lesquelles on regardera ol^ è^y 
comme variables, représentent deux plans qui sont per- 
pendiculaires au plan (2), en vertu des équations (5), (6). 
Les centres des sphères sont donc sur une perpendiculaire 
au plan du cercle , et elles couperont toutes ce plan sui- 
vant un même cercle, puisqu'elles passeront d'ailleurs par 
un même point [x' ^ y\ z'). 

Il est facile de rebonnaitre dans les équations (3), (4) 
celles qui déterminent la droite polaire relative au point 
(x', y\ z') quand on prend z pour variable indépen- 
dante •, et comme le centre du cercle s'obtiendra en cKcr- 
chant l'intersection de cette droite avec le plan du cercle, 
on retrouve , d'après ce nouveau point de vue , tout ce 
qui avait été déterminé relativement au cercle osculateur, 
par des considérations différentes. 

Contact des surfaces. 

196. Lorsque deux surfaces ont un point commun 
(x', y ^ z'), et qu'en faisant varier x\y de quantités in- 
finiment petites quelconques, rfj?', dy^ la différence des 
valeurs de z correspondantes est un infiniment petit de 
Tordre /i -f- 1 5 on dit que ces surfaces ont un contact 
de l'ordre n. L'ordre de cette différence est le même pour 
toutes les directions qui ne sont pas parallèles aux plans 
tangents à ces surfaces , au point que Ton considère : il 
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résulle de là que deux surfaces auront un contact du pre- 
mier ordre', lorsque pour une même valeur de x\ y on 
tirera des équations de Tune et de Tautre les mêmes va- 

leurs pour ^ , ^-,—,. 

Elles* auront un contact du second ordre lorsqu'elles 
donneront , en outre , les mêmes valeurs pour les coeffi- 
cients différentiels partiels du second ordre 

d'z' (Vz' dW 

d^' dx'dy'' ^' 

Enfin le contact sera de Tordre n lorsque tous les coeffi- 
cients différentiels seront les mêmes jusqu'à cet ordre in- 
clusivement. 

La surface osculatrice d'une espèce donnée se détermi- 
nera comme les courbes osculatrices , en établissant le 
plus grand nombre possible de dérivées communes entre 
les fonctions qui expriment la valeur de z dans son équa- 
tion et celle de l'autre surface que Ton considère. 

197. Plan oscillateur à une surface, — Soit l'çqua- 
sion générale d^un plan 

z = «A* -H A/ -f- c ; 

on aura , pour déterminer a , b ^ c , les équations 

dz' dz' 

dz' dz' 

j— ;> —, étant tirées de l'équation de la surface donnée. 
L'équation du plan osculateur sera donc 

dz' , dz' 

Ce plan n'est donc autre chose que le plan tangent. 

198. Sphère osculatrice à une surface, — L'équation 



la plus générale d'une sphère ne renfermant que quatre 
constantes arbitraires, on ne peut, en général, établir un 
contact du second ordre entre une sphère et une surface 
donnée , puisqu'il en résulterait six équations de condi- 
tion. On ne pourra donc établir, entre ces surfaces,' qu'un 
contact du premier ordre. Il restera une constaifte indé- 
terminée dans l'équation de la sphère , et Ton pourra en 
profiter de manière à déterminer un contact du second 
ordre avec l'une des courbes que l'on peut tracer sur la 
surface ; mais ces recherches nous écarteraient de notre 
objet. 

199. Contact des courbes et des surfaces. — Si, à 
partir d'un point commun à une courbe et à une surface, 
on mène des parallèles à Taxe des z , on dira quMl y a un 
contact de l'ordre n , lorsque la différence des valeurs cor- 
respondantes de z pour la courbe et la surface sera infini- 
ment petite de l'ordre 7i H- i . On arrivera à des condi- 
tions du même genre que dans les cas précédents, et dans 
le détail desqiielles nous n'entrerons pas. 

2Q0. Déi^eloppées , — Si l'on considère une quelconque 
des normales en un point d'une courbe à double courbure, 
elle sera tangente à la surface polaire. Le plan normal 
mené par un point de la courbe, infiniment voisin du pre- 
mier, coupera cette normale en un point qui sera commun 
à deux normales infiniment voisines. En faisant pour la 
seconde normale ce qui a été fait pour la première , et con- 
tinuant ainsi, on aura une suite indéfinie de normales 
à la courbe donnée , dont chacune rencontrera la suivante, 
et dont les pofnts de contact avec la surface polaire seront 
infiniment rapprochés les uns des autres. Le point de 
concours des deux normales consécutives , se trouvant sur. 
l'intersection des deux plans normaux, se rapproche indé- 
finiment de la surface polaire, qui est le lieu des limites 
des intersections des plans normaux consécutifs.. 
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Cette suite de normales détermine donc un {lolygone 
dont les cètéa sont infiniment petits, et dont la limite 
est une courbe tangente à toutes ces normales, et située 
sur la. surface polaire : on l'appelle développée de la 
courbe donnée. 

Comme on peut choisir une quelconque des normales à 
la courbe au point de départ , ou obtiendra une infinité de 
développées aussi rapprochées que Ton voudra , et toutes 
seront sur la surface polaire, qui peut être considérée 
comme en étant le lieu géométrique. Relativement à ces 
courbes que nous avons nommées développées, la pre- 
mière prend le nom de dé\feloppante y à cause d'une pro- 
priété analogue à celle que nous avons reconnue dans les 
courbes planes, et dont nous allons donner la démons- 
tration . 

Soient MN, M'N' {fig. 16) deux droites normales en 
M et M' à la courbe en question, N et N' leurs points de 
cOQlact avec la développée^ nous allons prouver que la 
différence des longueurs M'N' et MN est égale à l'arc 
NN', à un infiniment petit près, du second ordre au 
moins. En effet, si aux points M et N on conçoit deux 
plans perpendiculaires à MN, la longueur M^P sera du 
second ordre puisque la courbe M' M est tangente au plan ; 
de plus , QP surpasse MN d'une quantité infiniment pe- 
tite du second ordre. On peut donc prendre N'Q comme 
égale à la différence M'N' — MN , à une quantité près du 
second ordre. Mais la limite du rapport.de ]N^Q à la corde 
NN' est l'unité, puisque les angles Q el N du triangle rec- 
tiligne QNN' tendent vers des angles droits. Donc N'Q 
diûere de l'arc N'N, tout au plus d'un infini-ment petit 
du second ordre \ donc , enfin , la différence de deux ]^)r- 
malcs consécutives MN , M'N' est égale à l'arc NN', com- 
pris entre leurs points de contact avec la développée, 
plus ou moins une quantité infiniment petite par rapport 
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à cet arc , et qui , par conséquent , peut être négligée sans 
qu'il en résulte aucune erreur dans les limites des rap- 
ports ou des sommes. 

Il résulte de là que si en deux points quelconques dé 
la développée on mène des tangentes terminées à la dé- 
veloppante, la différence de leurs longueurs est rigou- 
reusement égale à l'arc compris entre les points de con- 
tact. 

Et t'on voit par là que la dijBTérence entre M'N' — MN 
et l'arc NN', qui devait être au moins du second ordre, 
était réellement égale à zéro. 

Maintenant supposons un fil qui coïncide avec la déve- 
loppée à partir d'un point quelconque, où il s'en sépare 
tangentiellement et se prolonge jusqu'à la développante. 
Si on le déroule en le laissant toujours tangent à la déve- 
loppée , il prendra successivement la position des diverses 
normales qui sont tangentes à cette courbe ; et ces nor- 
males croissant précisément de la même longueur que le 
fil qui se déroule, ce sera toujours 1« même point de ce 
fil qui se trouvera sur la développante. Cette courbe sera 
dope décrite par l'extrémité du fil pris dans la première 
position. C'est cette propriété qui a fait donner aux deux 
courbes, l'une par rapport à l'autre., les noms de déi^e- 
loppée et déi^eloppante . 

201 . Le lieu des centres des cercles osculateurs d'une 
courbe à double courbure n'est pas une développée de 
cette courbe. En effet, deux plans osculateurs consécutifs 
se coupent suivant une droite qui a pour limite la tan- 
gente, et ils forment entre eux un angle infiniment petit 
du premier ordre. La distance du centre de courbure con- 
tenu dans le premier, au second plan , est donc un infini- 
ment petit du premier ordre ^ or sa distance à la normale 
contenue dans ce second plan e§t plus grande que sa dis- 
. tance au plan : donc cette normale n'est pas tangente à la 
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courbe qui passe par.ces deux centres , puisqu'il faudrait 
pour cela que cette (listance fut un infiniment petit d'un, 
ordre supérieur au premier. Le lieu des centres de cour- 
bure n'est donc pas une des développées, lorsque la 
courbe que l'on considère n'est pas plane. 

202. Les développées d'une courbe à double courbure 
jouissent de la propriété remarquable de se réduire à des 
lignes droites quand on développe la surface polaire sur 
un plan. 

Pour le démontrer, nous considérerons un polygone 
infinitésimal inscrit dans la courbe donnée,- et ayant ses 
côtés égaux 5 ce qui revient à prendre Tare pour variable 
indépendante. Sur les milieux de ces côtés nous conce- 
vrons des plans perpendiculaires, dont les intersections 
formeront les arêtes de la surface développable qui , à la 
limite, devient la surface polaire. 

Or, si du point milieu d'un côté quelconque on trace 
une droite dans le plan normal, elle coupera l'arête 
commune à ce plan et au suivant, en un point qui, 
joint au milieu du côté suivant , donnera une -normale 
à ce côté 5 et il est facile de voir que ces deux normales 
font des angles égaux avec l'arête que nous avons con- 
sideree. 

Cette seconde normale prolongée coupera l'arête com- 
mune au second plan normal et au troisième , en un point 
qui, joint au milieu du troisième côté, formera une nor- 
male à ce côté , faisant avec la seconde arête le même 
angle que la normale précédente ; et ainsi de suite indé- 
finiment. 

Maintenant, si Ton développe sur un plan la surface qui 
renferme toutes ces arêtes , deux normales consécutives se 
rabattront l'une sur l'autre, puisqu'elles font le même 
angle avec l'arête sur laquelle elles se coupent 5 et le po- 
lygone infinitésimal, formé par les intersections de ces 
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nprmales successives, aura tous ses .côtés sur une même 
droite. Ce résultat ayant lieu quelle que soit la petitesse 
des côtés de ce polygone , aura lieu pour la courbe limite , 
qui est une quelconque des développées de la courbe pro- 
posée. 

Donc, dans le rabattement de la surface polaire sur un 
plan, toutes les développées de la courbe deviennent des 
lignes droites. 

203. Dans le développement de la surface polaire^ les 
côtés infiniment petits qui composent la développée ne 
changeant pas de longueur, un arc quelconque de cette 
courbe a la même longueur avant ou après le développe- 
ment; et il en serait de même de toute autre ligne tracée 
sur cette surface. Donc le plus court chemin d'un point 
a un autre sur la surface polaire est. Tare de la dévelop- 
pée qui passe par ces deux points , puisque , devenant une 
ligne 4roite, il est plus court que tout autre après une 
transformation qui n'a pas changé les longueurs* 

On peut encore remarquer que si Ton suppose un 
fiLappliqué sur le polygone formé par les normales suc- 
cessives que nous venons de considér*er, et prolongé sui- 
vant un quelconque des côtés jusqu'au milieu du côté cor- 
respondant du premier polygone , inscrit dans la courbe 
donnée , et qu'ensuite on développe ce fil de manière à 
CCI qu'il soit successivement dans le prolongement de cha- 
cun des côtés du polygone sur lequel, il est appliqué, son 
extrémité passera par tous les milieux de côtés de l'autre 
polygone* Donc , si l'on passe aux limites des polygones , 
on j^etrouvera la propriété démontrée précédemment par 
des considérations différentes, 

204. Équations des déi^eloppées. — Si l'on désigne 
par x'^ y\ z^ les coordonnées d'un point quelconque de la 
couAe proposée, l'équation de la surface polaire s'obtient 
en éliminant j:', /', z^ entre les deux équations de la 
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courba et les deux suivantes : 

(x — x'} rf V 4- (r — J ') d'y 4- (« — z') <f'z' = ds'\ 

Si maintenant on considère un quelconque des points dont 
les coordonnées x^ y^ z satisfont à ces équations, on 
passera de ce point au point voisin de la développée si la 
droite qui joint ces deux points est dans le prolongement 
de celle qui joint les points (jt', y^ z') , {x^y^ z) ] ce qui 
aura lieu si les différentielles dx>, djr^ dz sont proportion- 
nelles aux différences x — x'^ y — y\ z — z' . On tirerait 
de là les deux équations 

dx X — ' x' dy y — y' 
dz "^ z — z' dz "^ z — z* 

Mais une seule sera nécessaire, parce que les précédentes 
expriment que les points (jr, y^ r) ne cessent pas d'être 
sur la surface polaire. Une quelconque de ces deux équa- 
tions étant jointe aux deux précédentes, et à celles de la 
courbe donnée , on aura cinq équations entre lesquelles 
on éliminera x* ^ y'^ z\ et l'on obtiendra deux équations 
différentîeilee qui conviendront à Tune quelconque des 
développées. 

Application des théories précédentes à l'hélice, 

205. 3î l'on désigne par a le rayon de la base du cy- 
lindre, et par m la tangente de rinclinaison de Thélice sur 
le plan de cette base, les équations des trois projections 
de cette courbe seront 

X c=z a CCS — 9 r =? a sm — •> ar' -J- r = « • 
ma ^ ma 

L'axe des x passe par le point où Thélice perce le plan de 
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la base ^ oi cette courbe , en s'élevant , tourne de Taxe des 
X positifs vers l'axe des y positifs. 
Ces équations différentiées donnent 



(lx-=. sin — •««, «r = — ces — dz. ds:=. dz^ 

m ma m ma - m 

\ z \ . z 

d^x-=z ces — dz^y d'^Y=^ sin — dz^. d^s-=o. 

m^a ma m^a ma 

« 

1/équation du plan osculateur devient alors , en prenant 
z pour variable indépendante, 

z' ' z* 

z — z ' = — mx sin h fnr ces — • 

ma ma 

Ce plan fait avec le plan de la base un angle dont le cosi- 
nus est -- et la tangente m. 11 est le même que celui 

y I -h w ' • 

de rhélice avec le même plan. 
L'équation du plan normal sera 

m (z — z ) c=z X sm r cos — • 

ma ma 

L'angle de contingence, dont l'expression générale est 

u = -^ s/d^x^ -+- d^y^ -+- d^z^ — d's^, 
ds 

m 

devient , dans le cas actuel , 

dz 



am V I -h 'w ' 
L'angle de deux plans osculateurs consécutifs est 

dz 



ou /TtU. 



a^ I -Hw' 
Le rayon du cercle osculatetir, dont la valeur générale 
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est R = — 5 sera égal à a (i -f- m*) ^ sa grandeur est donc 

constante et surpasse de am^ le rayon de la base. Pour 
connaître sa direction, il faut chercher Tîntersection du 
plan normal et du plan osculateur. Les équations combi- 
nées donnent 



z' 
z = z^ r = ^ tang — < 
• ma 



Donc le rayon de courbure est constamment parallèle au 
plan de la base, et rencontre Taxe du cylindre. Le centre 
de courbure se meut donc sur un cylindre ayant même 
axe que le premier, et pour base un cercle dont le rayon 
est am^. Il décrit donc sur ce cylindre une hélice dont le 
pas est le même que celui de l'hélice proposée. 

On trouvera le même résultat en calculant les coor- 
données du centre de courbure. Leurs valeurs sont 



. • z z 

z = z\ r = — am^sin — ? xz=z — am ^cos — 9 

ma ma 

» 

et Ton en déduit immédiatement les conséquences précé- 
dentes. 

Déterminons maintenant les équations d'une arête 
quelconque de la surface polaire, c'est-à-dire de Tinter- 
section de deux plans normaux infiniment voisins. Ces 
équations sont les suivantes : 

z' z' 

miz — z'\ -=. xûn f- y ces — 9 

ma ma 

z' . z' 

X ces 1- r sin — = — am"^, 

ma *^ ma 

Cette droite est nécessairement perpendiculaire au plan 
osculateur, et ou le vérifiera facilement au moyen de ses 
équâtit>ns. Comme d'ailleurs elle passe par le centre de 
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courbure et qu'elle est perpendiculaire au rayon de cour- 
bure , elle est tangente au cylindre sur lequel se meut l'ex- 
trëniité de ce rayon, et dont la base a pour rayon am*. 
De plus , il est facile de reconnaître qu*elle est tangente à 
Thëîîce décrite par cette extrémité. En effet, puisqu'elle 
est perpendiculaire au plan osculateur, elle fait avec le 

plan de la base un angle dont la tangente est — : or l'hé- 
lice qui est le lieu des centres de courbure , et dont nous 
venons de donner les équations , est tracée sur le cylindre 
dont le rayon est aw', et fait avec sa base un angle dont 

la tangente est — Donc l'arête de la surface polaire est 

tangente à cette hélice, et la surface polaire est rhéliçoïde 
développable dont cette hélice est l'arête de rebrousse- 
ment. 

Mais on sait que la sous-tangente d'une hélice sur le 
plan de sa base est égale à l'arc de cette base, depuis l'ori- 
gine de l'hélice jusqu'à la projection du point de contact. 
Donc la trace de la surface polaire sur le plan (xy) est 
la développante de la base du cylindre dont le rayon 
est am^. 

Si l'on veut avoir l'équation de la surface polaive, il 
faut éliminer z' entre les deux équations 

m(z — z') == X sin r cos -— 9 

ma ma 

z' . z' 

X cos h V sin — = — am ^ 

ma " ma 

Ajoutant les carrés. des membres de ces deux équations, 
on obtient 

substituant dans la seconde , on trouve l'équation cher- 



PREMIERE PARTIR. 20^ 

chée, qui est 

X cos { — ± i /^^^4-T-- -- M 
\ma y /w*a' / 



•^ \ma ^ V m*/j' / 



am 



La trace de cette surface sur le plan (xy) a pour équation 



/x ^ -|- y ^ • /x ' -4- r ' 

orcosi/ ~ I di: r sin 4/ :^ i = — am^. 

V m^a^ -^ y 7?i<a» 

Cette courbe est la développante du cercle dont le rayon 
est am*, et elle prend naissance au point de ce cercle 
situé sur l'axe des x, et du côté des x négatifs ^* ce qui 
s'accorde avec une des propositions précédemment dé- 
montrées. 

Une hélice pouvapt avoir ses deux courbures égales à 
celle d'une courbe quelconque en un de ses points, son 
osculation sera d'un ordre plus élevé que celle du cercle ^ 
^ elle donnerait donc une idée plus exacte de la courbe à 
laquelle on la comparerait. Les deux constantes m et a se 
détermineraient en égalant ses deux courbures à celles de 
la courbe donnée, au point considéré. 
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CALCUL INTÉGRAL. • 

206. Toute opération nouvelle donne naissance à l'o- 
pération inverse , dans laquelle ou prend pour donnée le 
résultat de la première , et pour inconnue Tune de ses .don- 
nées. La différentiation, ou l'opération par laquelle on 
. détermine, soit la différentielle, soit la dérivée d'une 
fonction , conduit donc naturellement à la recherche de la 

■ 

fonction dont on connaît la différentielle ou la dérivée. 
Cette dernière opération se nomme intégration. 

Il est d'abord nécessaire de démontrer que cette ques- 
tion admet toujours une solution. 

Soit F (.r ) dx la différentielle proposée ; il s'agit de 
faire voir que, quelle que soit la fonction F (j^) , il en 
existe toujours une autre qui donne pour dérivée F (x) , 
oii pour différentielle Y[x)dx. C'est ce que l'on peut 
établir d'une manière très-simple, par des considérations 
géométriques. 

En effet, si l'on conçoit la courbe dont l'équation serait 

Taire comprise entre une ordonnée fixe et une autre 
ordonnée variable correspondante à l'abscisse x^est une 
fonction de x^ exprimable ou non au moyen des fonc- 
tions élémentaires auxquelles on a donné des noms par- 
ticuliers. Or on a démontré, dans le calcul différentiel, 
que la dérivée de cette aire par rapport à Tabscisse va- 
riable a:, est la fonction qui exprime l'ordonnée de la 
courbe; donc l'aire de la courbe dont l'équation est 

est une fonction dont la dérivée est F (jc) , et la différen- 
tielle F (jr) dx. 
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Le problème a donc toujours une solution , et il est 
facile de voir qu'il en a une infinité ; car si Ton ajoute 
une quantité quelconque indépendante de x à une expres- 
sion qui satisfait à la question , on en aura une nouvelle 
• qui satisfera de même , puisque la dérivée de la constante 
est zéro. 

De plus ) nous avons démontré que deux fonctions qui 
ont la même dérivée ne peuvent diflFérer que par une con- 
stante : on aura donc la fonction la plus générale qui ait 
une dérivée donnée, en ajoutant une constante arbitraire 
à une fonction particulière quelconque qui aurait cette 
même dérivée. 

207. Intégrales définies. — Désignons par fix) la 
fonction dont la dérivée est F (a:). Si l'on fait passer 
la variable, d*une valeur particulière a à une valeur 
quelconque x^ entre lesquelles cçs fonctions restent con- 
tinues, la fonction /*(a:) prendra l'accroissement fini 
f{x) — f{^)^ que l'on peut regarder comme identique 
avec la somme des accroissements infiniment petits que 
recevra successivement la fonction, quand on passera 
de a à X , par un nombre indéfiniment croissant de va- 
leurs intermédiaires. Mais, d'après la définition de la 
dérivée, l'accroissement de f(x) résultant de l'accrois- 
sement dx de la variable, et le produit F(x)dxy ont 
pour limite de leur rapport l'unité , quelque valeur de x 
que l'on considère : donc on peut remplacer l'une par 
l'autre ces quantités infiniment petites, sans que la li- 
mite de la somme cesse d'être égale à la somme des- pre- 
mières, qui est^(x) — /(«)• D'où Ton tire cette con- 
séquence générale, que la somme des produits d'une 
fonction continue quelconque par l'accroissement de la 
variable , lorsqu'on y fait passer cette variable par toutes 
les valeurs intermédiaires entre la première et la dernière, 
a toujours une limite égale à la différence des valeurs que 
2*^ édit. \i 



2IO COUKS D* ANALYSE. 

prend , pour ks valeurs extrêmes de x, une fonction qui 
a pour dérivée la première. Cette limite se nomme une 
i'ntégraledéfinîe ^nouslsL représenterons de cette manière: 



X 



¥{x)dx. 



Réciproquement, Faccroissement fini d'une fonction 
quelconque peut être regardé comme la limite de la 
somme des produits de sa dérivée par Faccroissement 
infiniment petit de x, quand on fait passer cette variable 
par tous les degrés entre ses valeurs extrêmes. 

208. Il est utile d'observer que dans chacun des produits 
F ix) dx^ on peut prendre , au lieu de x, toute valeur' 
qui' en diffère d'une quantité infiniment petite*, car la 
limite du rapport des éléments correspondants sera l'u- 
nité, puisque F (x), etj par suite, F [x) dx^ aura varié 
d'une quantité infiniment petite par rapport à lui-même. 

On pourrait même, au lieu du facteur dx^ prendre une 
quantité qui en différerait d'un infiniment petit d'un 
oi*dre supérieur au premier, parce que la limite du rap- 
port des éléments correspondants serait toujours Tuni té. 

11 résulte de là une proposition déjà démontrée, et 
qui consiste en ce que deux fonctions qui ont la même 
dérivée ne peuvent différei: que par une constante , c'est- 
à-dire par une quantité indépendante de la variable. En 
effet, les accroissements qu'elles prendront respective- 
ment quand x passera d'une valeur quelconque à toute 
autre valeur, seront les mêmes, comme étant limites de 
sommes identiques : donc la différence des deux fonctions 
est la même quel que soit x. 

209. La fonction la plus générale qui ait pour différen- 
tielle une expression donnée F [x) dx se nomme \ in- 
tégrale indéfinie de Y^x)dx^ et se représente ainsi: 
/F (.r) dx. Elle est égale à une constante arbitraire, plus 
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une fonction particulière quelconque ayant pour diflfé* 
rentielle F (x)dx'^ elle peut donc être exprimée par 



£ 



F(a?)flfj:-f-C, 



Xo étant une valeur particulière quelconque de x, et C une 
constante arbitraire. On aura donc , en général , 

/f(jp)£/^=î/ T{x)dx-hC. 

Si Ton pouvait connaître une fonction f(x) dont la 
dérivée fût F (x) , et qui ne résultât pas de la somme 
des valeurs de F (x) dx entre deux limites x^^ et j:, on 
aurait toujours la solution générale de l'équation en lui 
ajoutant une constante arbitraire. LHntégrale indéfinie 
serait donc donnée par l'équation 

210. Si Ion connaît l'intégrale indéfinie de ¥[x)dxy 
et qu'on veuille déterminer l'intégrale définie entre les 
limites a et & , on cbercbera d'abord l'intégrale définie 
dont les limites seraient a et une valeur quelconque de x : 
elle sera renfermée dans l'intégrale générale y (^) ■+- C, 
puisqu'elle jouît de la propriété d'avoir F {x) pour dé- 
rivée. On aura donc 



X 



X 



Mais C n'est plus arbitraire , parce que le premier membre 
de cette équation étant nul pour x = a , il faudra que 
l'on ait 

«p(fl)-f-C = o; donc C= — f(<ar), 
et 



£ 



■4. 
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Si maintenant on fait a: = &, on aura l'intégrale définie 
demandée 



X 



ce qui s'accorde avec ce que Ton a vu précédemment, 
savoir, que la différence des valeurs d'une fonction quel- 
conque , correspondante à deux valeurs a et & de or, était 
la limite de la somme des produits de sa dérivée par la 
différentielle de la variable. 

Diverses méthodes d'intégration, 

2H. Intégration immédiate, — Lorsqu'on reconnaît 
dans Texpression à intégrer la différentielle d'une fonc- 
tion connue, il suffit d'ajouter à cette fonction une con- • 
stante arbitraire pour avoir l'intégrale générale deman- 
dée \ et il "est ^on d'observer que si l'on multiplie une 
différentielle par une constante quelconque, l'intégrale 
se trouve multipliée par le même nombre. Ainsi d'abord, 
en considérant les différentielles de toutes les fonctions 
simples , comme nous l'avons déjà remarqué vers le com- 
mencement du oalcul différentiel, on formera un pre- 
mier recueil d'intégrales indéfinies, renfermé dans le ta- 
bleau suivant : 

x^dx = hC, 

wH- I 

d.a'=za*\adx, , I a*É?jr = p -f-C, | e*djc= e«H-C, 



. 1 'oge I rdx logx ^ , ^ 

X x\a J X loge * 



sinx = cosa:<ir^., , i cosarda; = siD.r + C, 

= — sinxiir, , I ^mxdx=^ — cosjr -+-C, 



rf.cosa: 
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dx r djr . * o 

8in*x' J sin'a? » 

dx /* dx 

<f.arc8ina: = -— r=-, . . .4. , 1 r = arc sinj-hC, 

Vl — «' J S/i-^x* 

— dx /• — dx ^ 

a.apcco8x = — r==r> , I =; == arc cos x h- C , 

VI — X* */ V * — ^* 

dr r dx ^ ^ 

a.arctangx = — — -, , I 5 = arc taiig x -f- C , 

a 

— dr /• — dx 

d.arccotx = r, , I 1 = arccotx-+-C 

i-HJc** J I-+-X* 

Nous désignons ici par j: une variable quelconque, qui 
pourrait être une fonction d'une autre variable. 

En d'autres termes, on peut remplacer x par une 
fonction quelconque ^{x) dans toutes les formules pré- 
cédentes. Ainsi, par exemple, la première donnera 



/' 



\^{x)Y.d.^[x) = Lîl^ll!!!.^- c. 



m -h 1 
212. Il y a une remarque à faire sur la formule 



/ 



j>m+i 



x'^dx = h C. 

w -h I 

Elle devient illusoire lorsque Ton suppose m = — 1 . Dans 
ce cas, la diflerentielle est — ^; et son inté£;rale Ix-hC 

X " . 

n'étant plus algébrique ne saurait, en eflet, être fournie 

par l'expression algébrique 1- C. 

Néanmoins, comme la formule est exacte, quelque près 
que m soit de — i , on peut en déduire l'expression qui doit 
la remplacer dans ce cas -particulier, en faisant conver- 
ger m vers la limite — i , et choisissant la constante arbi'^ 
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traire de manière à ce que le résultat tende vers une limite 
finie. Il suffira , pour cela , de mettre le second membre 

sous la forme h C t , et la première partie se 

présentera sous la forme ^ pour m = -— i , C i étant une 
constante arbitraire ; on aura donc constamment 



/ 



j«/W-+-l ^ /l ''*^' 



La première partie qui devient \ quand on fait w = — i , 
a une limite déterminée, égale à Ix — la; et si Ton fait 
C 1 ^ — 1 . a = G', on aura 

ce qui s'accorde avec la troisième formule du tableau pré- 
cédent. 

213. Intégration par décomposition, — La difïeren- 
tielle d'une somme de fonctions étant la somme des diifé- 
rentielles de ces fonction», il s'ensuit qu'on aura l'inté- 
grale générale d'une somme de différentielles, en faisant la 
somme de leurs intégrales, et y ajoutant une constante 
arbitraire, si l'on n'en a déjà ajouté dans les intégrations 
partielles. 

On pourra donc intégrer une expression différentielle , 
si l'on peut la décomposer en plusieurs autres dont on 
connaisse les intégrales. Quelquefois fa décomposition 
n'est employée que pour ramener à des expressions plus 
simples, que l'on cherche ensuite à intégrer par d'autres 
procédés. 

Le nombre des parties dans lesquelles on décompose la 
fonction donnée peut être infini \ c'est ce qui arrive quand 
on la développe en série : dans ce cas il faudra toujours 
faire la somme des intégrales des différents termes; mais 
il y a quelques précautions k prendre relativement à la 
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convergence des séries, et nous reviendrons plus tard sur 
ce point. 

21 4-. Intégration par substitution . — Si l'on a à intégrer • 
F (x) ^o:, et que l'on pose a:==y(-z:), d'oùda: = (j)'(z)rf^, 
l'expression donnée devient F f 9 (^) ] 9' (^) ^^ ; et la li- 
mite de la somme des valeurs de celle-ci sera la même 
que-la limite de la somme des valeurs de F [x) dx^ pourvu 
que les valeurs extrêmes se correspondent dans ces deux 
sommes. Donc on aura 

pourvu que z^ et Zi soint déterminés par les équations 

On conclut de là que l'intégrale deiinie 1 F (x) dx -hC 
peut être remplacée par 



f ¥[ff{z)]^'{z)dz-^C. 



On peut encore s'en assurer en observant que la fonc- 
tion , dont la dérivée par rapport à a: est F [x) , doit avoir 

pour dérivée par rapport à z , 

F{x)/(2), ou F[?(2)]?'(*). 

La question est donc ramenée à trouver une fonction dont 
la dérivée par rapportais soit la fonction F[9(-2r)]q/(-z). 
La relation x = <f{z) étant arbitraire, on parvient 
souvent à la déterminer de manière à rendre la seconde 
intégration plus simple que la première. 

Ainsi , par exemple , / F (x -f- a) dx devient , en po- 
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sant X -h a = y\ 



J/»X-t-rt 
I F(/)rfr; 



OU , en changeant la lettre y en x, 



on a donc 






' F(x'ha)dx=z I ¥(x)dj:. 

—^ ;5 on pose X =^ aj^ d'où 

/fx = ac^, on a 

/' dx I /• <(r I ^1 X 

_j-_ — j = - I — ; — i = - arc tangj^ -4- C = - arc tang - -h C. 

Soit maintenant « 



h 



six"" -h fl'^ 
on aura - 



j x' -H fl ^ =: ^ % xdx = J^4r> 



J; 



= Jdy=L y 4-C=Vjf'4-«' 4- C. 



Voici encore quelques exemples : 

le'F{e')dx, e'=jr, e'dxz=(iry j e'F{e') dx= jF{y)df, 
I cosxF(sinx)dXf sinx=r, j cosxF{Binx)dxz= 1 F{y)4y, 
Jf(U)Ç, U=^', ^ = dy, jFC\x)^=jFU)dj. 

215. Intégration par parties, — La formule- 

d(uu) dv du 

dx dx dx 
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donne 

fudv =z utf — J'velu y 

et ramène la recherche de l'intégrale fud\^ à celle de 
fvdu. Or on peut souvent décomposer la fonction F [x) , 
qui se trouve sous le signe d'intégration, en deux facteurs 
tels 5 que l'un soit une différentielle connue , et que l'inté- 
grale à laquelle on est conduit par ce procédé soit plus 
simple que la première. Cette méthode s'appelle intégra" 
tion par parties. Soit, par exemple, fx cosxdx^ on 
prendra cos xdx pour la différentielle dv^^ et x rempla- 
cera u\ on aura donc 

fx cosxdx = X sin x — ^sin xdx = x sin x -h cosx -f- C. 

De même * 

y!r •" cos xdx = x'" sin x — m fx'^~^ sin xdx. 

Cette dernière se ramènera à une autre où l'exposant de x 
sera m — 2 , et ainsi de suite \ on finira donc par arriver 
à f sin xdx ou f cos xdx^ suivant que m sera impair ou 
pair. Nous allons appliquer ces différentes méthodes au 
petit nombre de fonctions qui peuvent être intégrées 
généralement. 

Intégration des fonctions rationnelles. 

216. Toute fonction rationnelle de x peut être consi- 
dérée comme composée d'une partie entière par rapport à 
x et d'une fraction dont le numérateur est d'un degré 
moindre que le dénominateur : il y aura des cas où l'une 
de ces deux parties seulement existera. •La partie entière 
s'intégrera toujours immédiatement, et il ne peut y avoir 
de difficulté que pour la partie fractionnaire. 

Soit donc jj—^ dx la différentielle qu'il s'agit d'intégrer, 
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F (x) étant d'un degré moindre cpLeJ(x). On cherchera 

à décomposer yr-r en fractions plus simples , ayant pour 

dénominateurs les facteurs premiers de f(x) 5 ce qui 
exige d'abord que Ton cherche les racines de ce poly- 
nôme. Supposons-les déterminées , et consfdérons d'abord 
le cas où eljes seraient toutes inégales; désignons-les par 
a, ft, c,..,, L Soient A, B, C,..., L, des constantes in- 
déterminées , et proposons-nous de satisfaire à Tidentité 

F(x) ABC L 

j./ ' . ^^ 1 r "^ h • • • -f- — — — , 9 

j{jp) X — a X — b X — c X — / 

ou, en multipliant pary'(x) , 

^ * x^-^a X — b X — c • X — / 

Toutes ces divisions indiquées dans le second membre 
donnent des quotients entiers, et les indéterminées sont 
en même nombre que les différents ordres de termes , rela- 
tivement à j:r : on pourrait donc trouver leurs valeurs en 
égalant, suivant la méthode ordinaire, les coefficients des 
; mêmes puissances de x dans les deux membres. Mais il 
^existe dans le cas actuel un moyen beaucoup plus simple. 
En effet, si Ton fait x-=-a^ l'identité subsistera tou- 
jours , et tous les termes du second membre disparaîtront , 

excepté A -^^-^^ — '—* Pour savoir ce qu'il devient, on pourrait 

faire d'abord la division par x — a , puis faire a: = a dans 
le quotient entier. Mais il vaut mieux traiter la fraction 

— - — - d'après la règle relative aux fractions qui se ré- 
duisent à ^ ; et l'cfti voit alors qu'elle se réduit kf^(a). 

Ainsi l'hypothèse x = a réduit l'identité a la formule 
suivante ; 

¥{a) = Ar{n), d'où A-^-, ' 
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et comme J^ (a) n'est pas nul, puisque a n^est pas une 
racine multiple , il est toujours possible de déterminer A 
de manière à ce que Téquation ( i) ait lieu pour x = a. 
On voit de même qu'en prenant 

.R_P(*) c-^(^) T-^(') 

l'équation ( i ) sera satisfaite par a? = i,a:E=c,...,a:=:/. 
Il reste à en déduire la preuve de l'identité ( i ) ; car il est 
très-important d'observer, en général, qu'il ne suffit pas 
d'avoir trouvé, des valeurs pour les coefficients indéter- 
minés , lorsque Ton n'a pas prouvé d'avance la possibilité 
du développement. Or on sait que quand deux fonctions 
entières de x sont égales pour un nombre de valeurs par- 
ticulières de x^ supérieur au degré du terme le plus élevé, 
elles sont égales, terme pour terme. Donc les deux mem^ 
bres de l'équation ( i ) sont rendus identiques par les va-r 
leurs trouvées pour A,B,C,...,L, puisqu'ils sont égaux 
pour les diverses valeurs a , ft, c,..., /, dont le nombre 
surpasse d'une unité le degré du terme le plus élevé, 

21 7. S'il y avait des racines imaginaires , rien ne serait 
changé dans les raisonnements précédents. Les constante^ 
qui se rapporteraient à deux racines conjuguées, ne diffé- 
reraient l'une de l'autre que par le signe de \/ — i , et les 
deux fractions seraient de la forme 

M — N v^— 1 M 4- N si — I 
. 9 — . 

Si l'on veut faire disparaître les imaginaires , on effectuera 
la somme de ces deux fractions , qui se réduira à 

2M(x— a)-f-26N 

On agirait de même pour toutes les autres racines imagi- 
naires. 
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218. Supposons maintenant que Tëquation 

f{T) = O 

ait à la fois des racines inégales et des racines égales^ soit 
a Tune quelconque de ces dernières, et 

le polynôme <f(x) n'admettant plus le facteur (x — a)] 
posons 

ou, en multipliant pary(j:), 

( H- A«-, (x — fl)'»-'9(x)H-P(x — «)«. 

Le nombre des coefficients du polygone P, ajouté au 
nombre des constantes A, Ai,.**? A^.!, est égal au 
nombre des termes de cette équation ; et il s'agit de les 
déterminer de manière à la rendre identique. Si l'on y 
fait a: = a , on obtient 

d^oùFon tirera la valeur de A. Diflerentiaut l'équation (2) 
et faisant ensuite x = « , il vient 

DifTérentiant successivement la même équation et faisant 
ensuite j: = a, on introduira à chaque fois un nouveau 
coefficient, et l'on pourra ainsi , au moyen de m — i diffé- 
rentiations , déterminer A , A j , . . . , A „,L.t • Les termes pro- 
venant de P (a: — a)"" disparaîtront tous par l'hypotbèse 
x= a. 

Cherchons la formule générale qui représente toutes 
ces équations successives, et,* pour cela, dîlîérentions p 
fois Téquation (2). 
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Pour savoir ce qui reste de chacun des termes quand 
on fera x= a après la difierentiation , considérons le 
terme général A„ (a: — a)" 9 [x). On trouvera sa dérivée 
de Tordre p au moyen de la formule connue 

dans laquelle les exposants de Q et R sont des indices de 
différentiation. On aura ainsi 

dx^ ^ ^=n(n~»)...(n-;>+i)(a:--a)*-Py(x) 

(3) < H--»i(n— i).., (n—y»-+-2) (a: — «)«-!'+« y '(jr) 

^P\PZll2,n («-I )...(«-;> -h 3) (or-fl) '»~^+» f> " (x) -+-... -h (x-a) » fP{x), 



Si p est plus grand que n , les premiers termes auront des 
exposants négatifs^ et on devra les omettre parce que 
leurs coefficients seront zéro -, cela tient à ce que quand 
(x — a) sera affecté de l'exposant zéro, il donnera zéro 
pour âérivée. 

219. Voyons maintenant ce que devient le second mem- 
bre de l'équation ( 3 ) quand on y fait x = a.Si Ton aLp<C^?i^ 
il se réduit à zéro. Si Ton a. p = n^il se réduit à son pre- 
mier terme n (n — i)...2.i (f (a). Enfin, si l'on ap]>«, 
il faudra se borner à prendre le terme qui en a p — n 
avant lui, parce qu'il aura zéro pour exposant^ les précé- 
dents auraient donc un exposant négatif et doivent être 
omis, comme nous l'avons dit; et les suivants devîen- 
drdht nuls quand on fera x = a. Le second membre de 
l'équation (3) se réduit donc alors à 

P(P- i). ..(/?-«-+- i)<p''-"{fl). 

Donc l'équation ( 2 ) , différentiée p fois en supposant 
p<^m, donnera, pour x = a^ en observant qu'il faut 
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s'arrêter k n=:^p^ 

• I -^-Pip— i^-'C/» — n-Hi) A»5?P-«(a)4-...-h;;(^-. i)...a.i App(a); 

Telle est 1 équation générale qui , en donnant à p toutes 
le» valeurs entières depuis ©jusqu'à m — i inclusivement, 
fournira m équations , d'où l'on déduira successivement 
chacune des quantités A, At,... A^^^. Ces équations 
sont les suivantes : 

F(a)=Aç,(a), 

F'(a)=Ay,'(a)-f-A,y(fl), . 
F" (fl) = Ap"(a)H-aA.9»'(4)-+-â. lA, ^(a), 
(5) / F'"(a)=A3p'"(a)-h3A,ç,''(a) + 3.aA,ç,'(a)-f-3.2.iA,ç,(4) 

F«-' (a) = Ay)»»- « (a)H-(TO-i)Aj9)'»-« («)-Km-i)(wi-2)A,ç)"— >(ii)-t-... 

-h(w— i)(m--a)...a.i A«-, p(«). 

La première équation donne la valeur de A, et ce sera la 
seule inconnue si m = t -, la seconde fait ensuite con- 
naître immédiatement Ai, la troisième A,, et, ajnsi de 
suite, jusqu'à A^.i : et il n y aura jamais impossibilité, 
parce que le coefficient du dernier terme n'étant jamais 
zéro , on trouvera toujours une valeur finie pour chaque 
inconnue. 

Il reste à prouver que réciproquement, si Ton prend 
pour A, Ai ,..., A^_i , les valeurs ainsi déterminées, on 
aura satisfait à l'identité (i). En effet, ces valeurs sont 
tirées des équations ( 5 ) , qui expriment que l'hypothèse 
x = a annule le polynôme suivant et ses m — i pre- 
mières dérivées , 

» 

F{ji?) — A(ï)(x)— A,(jr — fl)ç(^) — A,(a: — a)»(p(a;)... 

Donc, d'après un théorème connu, ce polynôme est 
divisible ps^r (x — a)"' et peut être mis sous la forme 
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P(ar-*-a)'"5 P étant un polynôme entier quHl sera facile 
de connaître. Donc les identités (a) et (t) seront satis- 
faites. , 

Cela posé , on pourra traiter d'une manière semblable 

P 
la fraction —; — r relativement à une autre racine multiple* 

si elle en renferme ^ et continuer ainsi jusqu'à la dernière. 

La fraction sera donc décomposée en fractions dont 

les numérateurs seront indépendants de. x^ et dont les dé-* 
nominateurs ne renfermeront respectivement qu'un seul 
facteur premier dey*(a:) , élevé à une puissance égale ou 
. inférieure au degré de multiplicité de ce facteur. 

De plus , il est facile de reconnaître que cette décompo- 
sition ne peut se faire que d'une seule manière 5 car si les 
constantes relatives à la racine a, par exemple, étaient 
susceptibles de plusieurs valeurs , on devrait les trouver 
toutes , soit que le calcul fût fait d'abord pour cette ra- 
cine, ou pour 'toute autre. Or nous avons reconnu que 
les constantes A, Ai,. «m -^m^i ^^ pouvaient avoir cha- 
cune plus d'une valeur. Donc il n'est possible de décom- 
poser la fraction que d'une seule manière en fractions 
simples de la forme proposée. 

On conclut de là que pour les racines autres que la 
première a , il ne sera pas nécessaire de recommencer les 
calculs sur le polynôme P et les suivants. Il sufGra de 
changer dans les équations ( 5 ) les quantités m^ a et(f[x)^ 
en celles qui se rapporteront à toute autre racine de l'é- 
quation /"(aï) = o; car c'est ce que l'oil obtiendrait en 
commençant successivement par chacune d'elles. 

220. Les calculs précédents exigent que l'on forme le 
polynôme (f{x) qui est le quotient de la division def{x) 
par {x — «)'". On peut se dispenser de faire celte opéra- 
tion, et exprimer <p(«), (p'(a),..., ^'"'"^(a), au moyen 
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des dérivées de la foncti#ny*(a?) elle-même : on les substi- 
tuera ensuite dans Téquation générale (4) ? de laquelle se 
tirent toutes les équations (5). Or, si l'on différentie les 
deux membres de l'équation 

ils se réduiront à zéro par l'hypothèse a: = a, si le nombre 
des différentiations est inférieur à m. Supposons-le donc 
égal k m-hpy p étant un nombre entier et positif quel- 
conque. 

11 est inutile de répéter ici ce qui a été dit au sujet de 
Téquation (3) , et Ton aura , en faisant x^^a dans les dé- 
rivées de Tordre m + p, 

/«+/>(«) =(/w -+-/?) (m -h/?— i). ..(/?-!- i)^P{a)', 

d'où 

f^P^a) 

'f^^'^f— (;w4-^)(w-h/?--I)...(/?-^ 0* 
L'équation (4) devient, par là, 

Vp(a)z3zA. — — -+• A — -^ 

^' (m-+-;»)(m-hf»— i)...(;H- i) ' (m -j-^— i).. .(;?-)- i) 



(m-h^ — 2)... (/?-+-!) *'■ ''»n(m— !)...( ^ -H i)' 



Si l'on donne à p toutes les valeurs» depuis o jusqu'à . 
m — I , on aura , pour déterminer A , A i , . • • ^ A ,„_, , les m 
équations suivantes : 

F(fl) = A ' , :J ^ > 

^ ' m(»y — i). . .2.1 

. /•"•+' (a) ^ /"*(û) 

F'(a) = Ar^^^ ri-^-f-A, / \^ — , 

^' (m-f-i)...2 nf(iîi— 1)...2 

/»»+» (al . /''»+• fa) f'^iaS 

F"(a) = A-:i L^^ ^ J ; \ -t- A,'^-i^^ 

'^ ' (rM-+-2)...i *(m-|-i)...3 *w...3 

r«.-.(./) = A~^ ^ + \,f;^ -^-^ .,H-A«„/— ^^ 

^ ^ {•îm — l) ../M (Ci/W — a}...»/ /;/ 
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221. Les calculs précédents peuvent s'appliquer aux 
racines imaginaires égales, aussi bien qu'aux racines 
réelles. Mais les réductions entre les termes homologues 
relatifs aux racines conjuguées ne donnent pas immédia- 
tement des résultats aussi simples que le mode de décom- 
position que nous allons faire connaître. 

Soient 0L±è\J — i deux racines multiples de Tordre 
m de réquation/^(a:) = o, de sorte que l'on ait 

/(^)=[(.r-a)-^-+-6^]"y(^). 

On posera 

F(t)__ Ax-i-B A,x-4-B. A«-oXj~B«_. JP_ 

f{x) [(a:-«)«-+-6»]'» [(x~«)"4-^'J"-' (:r-«)*H-6* Ç'C^)' 

OU 

f(x)=:(Ax-+-B)ç>(jp)-+-(A,x-4-BJ[(x— a)»-i-6*Jç?(x)-H. .. 

-h(Am_.x-i-B«-,)[(' — «)'-»-€']'"-' Ç'W-^-l'tC* -«)'-<- 6*]'"- 

Le nombre des coefficients indéterminés est égal au nombre 
des termes qu'il faut égaler de part et d'autre , en ayant 
égard à ceux du polynôme P. Mais nous nous proposons 
ici de déterminer seulement A, B,.Ai, B,,..., A„_i, B,„^i. 

Or, si l'on fait x= a±ë ^ — i dans la dernière équa- 
tion et dans ses dérivées successives , chacune des équa- 
tions ainsi obtenues se partagera en deux autres, à cause 

de la quantité imaginaire ^ — 1 5 et, de plus, il s'intro- 
duira dans chaque nouvelle équation deux nouveaux 
coefficients inconnus. Ainsi, la première déterminera A 
et B, la seconde Ai et B^ ; et la m''"**, A,„_i et B,„_i. 

Ces mêmes formules s'appliqueraient aux autres racines 
imaginaires égales , en changeant convenablement 

a, 6, w, y(^). 

On pourrait encore, comme dans le cas des racines 
réelles égales , se dispenser de former le quotient (p (a:), 
2*" M/. i5 
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et faire dépendre sa valeur et celle de sesdà^ivées, pour 

X = a ifc: 6^ — I, des valeurs que prennent, dans la 
même hypothèse, les dérivées def(x) ; mais les formules 
sont moins simples que dans le cas précédent. 

222. Cela posé , revenons k l'intégration de la fonction 

/(x) ''•^' 

La décomposition de la fraction 77— r ' d'après les pro- 
cédés qui viennent d'être exposés, conduira à l'intégra- 
tion d'expressions ayant respectivement Tune des formes 
suivantes : 

AiLc kdx {Aj:-J-B)rfx (A4:-f-B)d:r 

19 



Fxaminons-les successivement. 

i^. La première donne immédiatement 

Kdx 



ÇKdjL 



Al(jr — fl)-+-C. 



2*^. On trouvera, pour la seconde, 
kdx A 



/i 



(x — «)" (/? — OC*^ — a)"""' 



C. 



3^. Pour la troisième, on la décomposera comme il 
suit : 

La première de ces deux nouvelles fractions ayant pour 
numérateur le produit de A par la moitié de la différen- 
tielle du dénominateur, est la différentielle de 
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Pour intégrer la seconde, on posera 

•^— a = 6z, d'où fU = ^dSy 

et elle devient 

Aa-t-B dz 



9.9.'] 



• I 



6 H-z^' 



ce qui est la difFérentielle de 

Aa -4-8 

-z — arctangz. 

Donc 

4*^. Quant à la dernière expression 

{Aj!:-h'B)dx 

on la décomposera ainsi 

A(x — ûL)dx {Aa-{-B)dx 



La première partie est la différentielle de 



î ( /î — I ) [( ^ — a) '^ -h g^]»— 

Pour intégrer la seconde partie ^f > ^^-.^ ^ on posera 

r — a = 6^ , et elle deviendra „__, • — ~; tout 

sera donc réduit à intégrer 7-- r- : or on a identiqu* - 

ment 

, i-^z' — Z^ I z^ 



i5. 
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donc 

r dz _ r dz Ç z\lz 

Mais rintégration par parties donnera 

/• z^dz _ e I r dz 

(«'-f-i)"^ ~ "■ 2 (n - i) (2«-t-i)«~« "^ 2(n- ij J (2:' -+- 1)"-' ' 

substituant dans la précédente, il vient 

/__dz i 2w — 3 r dz 

L^intégration étant ramenée à une autre semblable, 
mais dans laquelle l'exposant de z*-4-i est diminué 
d'une unité, on parviendra , par une suite de réductions 

analogues , à l'intégrale de — ? qui est arc tang z. 

On obtiendra ainsi la formule suivante : 



2n-3 






j(«»+iV (an-2) («»-*-!) "-• I . ;2ii-3)(2n-5)...5.3 , , . .,_ ^ 

(an— -3) (î« —5). ..3.1 „ 

-f- 7 ,-; 7^ 7 — arc tang 5 + C. 

(an —a) (2/1 — 4)... 4. 2 ® 

Si l'on multiplie cette expression par - ^^_^ , et qu'on 
remplace z par — 7 — 9 on aura l'intégrale indéfinie de 

(Aa-J-B)rfjr 

on connaîtra , ,par conséquent , celle de la fonction pro- 
posée 

(kx-\-^)dx 

Ainsi , au moyen des méthodes qui viennent d'êtr£ ex- 
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posées, on pourra intégrer toute expression algébrique 
rationnelle. 

Intégration des fonctions algébriques irrationnelles. 

223. Radicaux du second degré, — Il n'y a qu'un 
très -petit nombre de fonctions irrationnelles que Ton 
sache intégrer sous forme finie. Nous allons examiner 
celles dont l'intégration peut s'effectuer avec une certaine 
généralité. 

Nous commencerons par les fonctions où la seule quan- 
tité irrationnelle est un radical du second degré, sous le- 
quel se trouve un polynôme du second degré : du reste , ce 
radical peut être combiné algébriquement avec x^ d'une 
manière quelconque. 

Comme on peut faire passer hors du radical le coeffi- 
cient du terme qui renferme a:', nous pouvons représen- 
ter la différentielle proposée, par 

Pour intégrer cette expression, il suffira de remplacer x 
par une fonction d'une autre variable telle, que les quan- 
tités Xj dx et s/a-\-bxdzx* soient rationnelles; car 
on retombera dans la théorie précédente, qui donnera 
toujours le moyen d'effectuer l'intégration. 

1^. Supposons que .r* ait le signe H- sous le radical. 
On pourra poser 

^ a -+■ bx -\- x^ == z -\- X \ 
d'où 

a -i- bx= 1ZX -f- 3% bdx = izdx -f- 7.xdz -4- 7.zdz , 

z^ — a 2(z* — bz-{-n) 

b — 22 {b — iz)^ 

I 7 z'^ — bz-^ a 

sj a -^ ux -\- x"^ =z ; — . 

23 — b 



' 
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La différentielle proposée devient donc rationnelle par 
cette transformation. On aurait encore pu poser 

\/flf -h bx -h jc* = ^ -^ xz ; 
il en résulterait 

azi/â — b , z^sJa — bz-^Jâ , 

1 — z' (l — z*)» ' 

. z'vû — bz -^ sfâ 

\^a'hbx-hx^= -^ ^ . 

I — z' 

La différentielle proposée devient donc encore ration- 
nelle; mais cette transformation aurait Tinconvénient 
d'introduire des imaginaires si a était négatif. 

On peut encore employer une troisième transforma- 
tion quand les racines du trinôme a-^bx-^-x* sont 
réelles ] ce qui aura toujours lieu dans le cas où la trans- 
formation précédente ne peut se faire en quantités réelles. 

Soit 

a '■\- bx -\- X* =: {x — ol)(x — 6), 

a et 6 étant réels 5 posons 

y a-i-bx-^ x^ z:z (x — ci)z^ 

on en tirera 

X — 6=(x — a)z% eir = zWa:-f-2(j? — a.)zdZy 

€ — az^ 2z(6 — a) 

X z=: — — — — j dx = -, ; — dz , 

1— Z» (,_-z»)ï 



/ 7 ; (6 — a)z 

^ a -\- bx -^ x^ z=z^' ^• 

I — z* 



2®, Dans le cas où x* serait affecté du signe — sous 
le radical , on ne pourrait employer la première de ces 
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trois transformations. On pourrait employer la seconde 
si a était positif. Enfin, si a était négatif, les racines du 
trinôme a ^hx — x^ seraient réelles, sans quoi le radi- 
cal s a-^ hx — x* serait toujours imaginaire ; alors on 
emploierait la troisième transformation qui n'exige que 
la réalité des racines du trinôme. 

224. On pourrait encore rendre rationnelle une fonc- 
tion algébrique qui renfermerait deux radicaux de la 
forme 

pour cela , on poserait 

sj a -\- X = 3, 
d'où 

x=zz^ — û, dx = 2zdz, si b -+- jc = y/z'-f- b — a. 

Substituant ces valeurs dans la fonction différentielle 
donnée , elle ne renfermera qu'un seul radical du second 
degré qui affectera une expression du second degré en z. 
On retombe ainsi dans le cas précédent. 

225. Appliquons ces transformations à quelques cas 
particuliers. 

Soit 

dx 

«I ■ ■ • 

posant 

^ a -^ bx •■\' x^ z=z z — Xy 

on en déduit 

, , , 2(z — x)dz 
a -\- bxz=, — Q.XZ H- z', dx = — ~ — ? 

dx dx ^dz 

z — X y û -\-bx '\' x"* 6-+-2z' 
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donc 

/ ^ r dz 

= lj --+-:c-4-v/« 4- ^•^ + ^M H-C. 
Dans le cas où l'on aurait i = o, on trouverait 

/ i == l (:r -^ s/a-^x') 4- C. 

226. Considérons maintenant 

dx 



\a-h bx — x^ 
et posons 

sja-k- bx-^x^ =z sjâ -^ xz^ 
d'où 



b — x=z2.zsla-+- xz*, 



dx 2.dz 



donc 

^ n ' ^ , f. . i/a-Hfcjî — x* — i/â 

. ,. . . :;;^~->.=: c — 2 arc tang« = C — 2 arc tang -!- . 

Si les racines du trinôme a-\-hx — x * sont réelles , 
on peut employer la troisième transformation , et poser 

^ a->rbx — jp* = (a? — a) 2, 
en supposant 

x"^ — bx — a z=z[^x — a)(^ — 6). 
On aura d'abord 

g — a;=:(jp — «)«% — dx{ i -hz») = 2(jc — a)zz/z, 

[x — a)z I -f-z'' 
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donc 

— = C — 2arctaDg A /iZ-? 
\la-\-bx — x^ y X — a 

= C ~ 2 arc tang 4 /i:^^±A±J^3f 

/ / 7.x — b Y 
= C — arctang — — y 7— r = C — arccos 



( 20? — h \ 



s/b^-h^a 



Dans le cas particulier où è = o , a = i , cette dernière 
formule donne 



/; 



- = C — arccosjc =r C H- arc sin.r. 



^ i — X' 

L'autre transformation donnerait, dans ce cas , 



-==:=C— a arctang î^ =C— arctang "7== =C-harcsinj:, 

\l\ — x* ^ M^ ^ 

résultat identique au précédent. 

227. On a souvent à intégrer des expressions de la 

forme suivante : 

[aLX'\-^)dx 

sj a-\-bx — x"^ 

On introduit alors au numérateur la différentielle de la 
quantité soumise au radical , et Ton décompose cette diffé- 
rentielle dans les deux suivantes : 

oiix \dx fêH \dx 

si a-^bx — .r' ^a-hbx — x^ 



La première a pour intégrale — asja -f- bx — x', et la 
seconde rentre dans le cas précédent. 



1 
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cljc " 

228. La différentielle ^= peut être înlé- 

\f a -^ bx — x^ 

grée d*uiie manière plus simple que par les transforma- 
tions que nous venons d'effectuer, en la ramenant à la 

dz 
forme > expression qui a pour intégrale arc sîn z, 

y I — z' 

En effet, on a 

dr 



dx dx 



v/r-- 



yja-^bx — X 



'• \/î— H)' 



\/'W^ 



donc 



Jv^ 



b 

X — -* 
= arc sm — ■■ ■ 4- C. 



-I- bx — x^ 



s/i-^" 



229. Fonctions de monômes irrationnels, — Si l'on 
a une fonction algébrique rationnelle des quantités 

m p r 

a:", o:^,..., x*, il est facile de la rendre rationnelle, en 
même temps que dx\ il suffira de poser x = ^ "*?•••% on 
aura alors dx = nq...sz'"f"'*''^dz^ et tous les monômes 



m 



a:" ,..., x^ seront rationnels en z, 

230. Différentielles binômes, — On désigne sous ce 
nom les expressions de la forme x"* (a-i- bx^^dx. 

On peut toujours supposer m et n entiers; car s'ils 
étaient fractionnaires , la transformation indiquée dans le 
numéro précédent ramènerait à une expression semblable 
où les exposants de la variable seraient entiers. L'expo- 
sant y? est fractionnaire \ car s'il était entier, on développe- 
rait la puissance de a 4- bx'\ et l'on aurait à intégrer un 
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nombre &u\ de monômes. Les signes de ces trois exposants 
sont arbitraires; mais on peut toujours supposer n positif: 
en effet, s'il était négatif, on pourrait multiplier le bi- 
nôme a -\- bx'' par a:""" et ajouter np à l'exposant de J?"*, 
qui pourrait alors' devenir fractionnaire, mais que l'on 
rendrait entier par la transformation déjà indiquée. On 
peut donc toujours supposer m ein entiers et n positif. 

231. Nous emploierons d'abord la méthode de substi- 
tution, et nous poserons. a -4- bx'* = z , d'où 



— i 



et , par suite , 

m-i- I 
I 

x'^{a-\'bx^)P(h:=:'-j^zP i T ^ ) dz. 

Donc si est un nombre entier positif ou négatif, 

l'expression en z n'aura plus d'irrationnel que le mo- 
nôme ^P, et on la rendra rationnelle par le procédé in- 
diqué dans le numéro précédent. Si , par exemple , on a 

^ = - » on posera z = f^^ ce qui revient à faire d'abord 

a-\-bx''= tf. 

L'intégrabilité de la différentielle proposée est donc 

assurée quand est un nombre entier, quelles que 

soient d'ailleurs les deux quantités metn. 

232. On peut arriver à un autre cas d'intégrabilité en 
mettant la différentielle donnée sous la forme 

En effet, si l'on applique la condition qui vient d'être 
trouvée en général, on trouve qu'on pourra Tinlégrer si 
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m -\-np -^ i - . . /w H- I 

est un nombre entier, ou si h /> est 

entier^ condition qui pourra quelquefois être remplie 
quand la première ne le sera pas. 

233. On peut appliquer l'intégration par parties à la 
même différentielle x"'{a -4- bx'*)^dx^ en considérant 
x"^^ {a'i-bx")f'dx comme une différentielle exacte, dont 
l'intégrale est 

nb(p-hir 
On obtiendra ainsi 

Mais 

donc, en substituant, on aura 

— ^-=-1 -r / JC »»- * (a-hbx » ) Pdx ^ r / x»*(a-i-bx* ) fdx . 

Si Ton réduit le dernier terme de celte équation avec 
l'expression semblable qui se trouve dans le premier 
membre , on obtiendra la formule 



( j a:'"{a 



bx")Pdx=: ^ ' 



((m — /i-h 1 )fl /• , , , , 

b[m-\-np->r\)j ^ ^ 

On est ainsi ramené à intégrer une différentielle du même 
genre que la première, et qui n'en diffère qu'en ce que 
l'exposant m est changé en m — n. 
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i"^. Supposons que m soît positif et plus grand que n. 
En traitant cette nouvelle différentielle de la même ma- 
nière que la précédente, on diminuera encore de n l'ex- 
posant àe x\ et en continuant ainsi, Ton sera ramené, 
après un nombre h d'intégrations , à la différentielle 
.r"*"'*"(aH-fta!:")Prir, et l'on effectuerait immédiatement 
l'intégration si l'on avait 

m — kn-rr n — i , ou = a- 4- i . 

n 

Ce procédé conduira donc à l'intégrale cherchée toutes 
les fois que m -f- i sera divisible par n. C'est le premier 
cas d'intégrabilité que nous avions reconnu. 

1^, Si m était négatif, la formule ( i ) ramènerait la 
différentielle proposée à une autre moins simple, puisque 
l'exposant du facteur monôme y aurait une valeur numé- 
riquement plus grande. Mais si l'on tire de cette même 
équation la valeur de la seconde intégrale en fonction de 
la première, on aura une formule qui, dans le cas de 
l'exposant négatif, ramènera l'intégration proposée à une 
plus simple. Si en même temps on change m — ?i en 
— w , on aura la formule suivante : 



(2) l •^ 






f ^- ; — '- ^ ^ lx-'^+''(a-hbx'')Pdx, 

Au moyen de cette formule on abaissera l'exposant — m, 
puisqu'on le ramène à — m -i- « , et que n peut toujours 
être supposé positif. En continuant ainsi , l'on arrivera à 
l'exposant — m-^-hn^ et l'on pourra intégrer si l'on a 

^ , — /w-t- I 

— m -^ hn z=z n — i , ou = i — / . 

n 
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Celte condition ramène encore au premier cas d'intëgra- 
bilité. 

Lorsque la difierentielle ne rentre pas dans ce cas, les 
formules (i) et (2) ramènent toujours Texposant m à une 
valeur positive plus petite que n, 

^ii. Les formules (i) et (2) ne peuvent être employées, 
la première lorsque Ton a/7H-n^-|-i = o> la seconde 
lorsque w = i , parce qu'alors Tintëgrale cherchée dis- 
paraît, et Téquation qui subsiste ne peut plus, par consé- 
quent, en donner la valeur. Mais dans chacun de ces cas. 
Tune des conditions d'intégrabilité est satisfaite, et la 
différentielle devient rationnelle par la substitution que 
nous avons faite en premier lieu. 

235. La manière dont nous avons fait usage de l'inté- 
gration par parties avait pour objet de réduire l'expo- 
sant de X en dehors de la parenthèse. Mais on pourrait 
la diriger de manière à réduire l'exposant du binôme 
(a -h bx"). 

En effet, si Ton considère x"'dx comme différentielle , 
on trouvera 



/ 



x"(a-+-^j;"W-F== ^— — '- 

771+ I 

m-f- I J ^ ^ 

Dans cette dernière intégrale on peut abaisser l'exposant 
m+ n sans changer l'exposant p — i , par le procédé 
employé dans le n^ 233 , et l'on obtiendra ainsi 

x*^ia+bx'')Pdx= ^--^- L 

^ fî^P /j?"(fl -h b.r'*)P-''djt, 

m-^np-^i J 

Cette formule deviendrait illusoire dans le cas déjà exa- 
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miné , où l'on aurait 

/n -f- /?/? -f- ï = o. 
En appliquant le même calcul à la différentielle 

on abaissera d'autant d'unités que Ton voudra l'exposant 
de {a-\- bx")^ dans le cas où p sera positif, et l'on par- 
viendra à un exposant compris entre o et i. Celui du 
facteur x"^ est resté le même 5 mais on pourra le réduire 
ensuite connue on l'a indiqué précédemment : et si la 
différentielle ne devient pas intégrable , elle sera du moins 
simplifiée le plus possible. 

236. Si p est négatif, on tirera de l'équation (3) la 
valeur de la dernière intégrale , qui se trouvera ramenée à 
une plus simple. Changeant y^ en — /?, pour expliciter 
son signe, puis mettant p au lieu de p -t- 1 , on obtient S^ 4. ." 

/ x'^' (a -h ba:'')~P-^' 
x'^fa-^ba:TPda:=: ^-— i 
an{p^i) 

an{p—i) J ^ 

Cette formule ne deviendra illusoire que dans le cas où 
p z=z I. Mais alors la différentielle proposée est ration- 
nelle, à moins que m ne soit fractionnaire 5 et, dans ce 
cas , on emploierait une transformation déjà indiquée. 

Au moyen de la formule ( 4 ) , l'exposant négatif — p 
peut être successivement augmenté d'autant d'unités que 
l'on voudra , et sera ramené à être compris entre o et ■+- 1 . 
On pourra ensuite réduire l'exposant de x"^ sans changer 
celui qui affectera le binôme (a -j- ia?"). 

237. Prenons d'abord pour exemple la différentielle 

~ 7 î dans laquelle m désime un nombre entier posi- 



* * t. •: 
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tif. Elle est toujours intégrable; car on a 

^ . m -f- 1 , ^ ^. /w -f- I , 1 a- 

Donc SI n est pas entier, h p le sera. Si on 

n ^ ' « ' 

lui applique la formule (i), ou si on l'intègre directe- 
ment par parties , on trouvera 

L'exposant m étant ainsi abaissé de deux unités, on 

arrivera , en continuant d'appliquer le même procédé , à 

r j j • r ^dx r dx 

lune des deux expressions I ■■' f t sui- 

vaut que m sera impair ou pair 5 la première a pour inté- 
grale — v^ I — x^\ et la seconde, arcsinx. 

On parvient ainsi à la formule suivante ,* dans le cas de 
m impair, 

m-'z (m-2)(/ii-4) I ^ 

^ (m— i)(m— 3)...2 I 

(w— a) ;w— 4) . . I J 

On trouverait, dans le cas de m pair, 

J y\-x^ m L m—1 (m— 2) (m— 4)».. a J 

^ (lîi— i)(m--3)...3 . , „ 



m (m — 2) (m — 4) • • ^ 



Si l'on supposait l'exposant négatif et représenté par — /?/, 
la formule de réduction serait la suivante : 

/x-^dx x'-^-^^slx — a:* m — 2 Çx~^'^'^dx 

Le seul cas où elle ne puisse être appliquée est celui où 
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m = 1 ^ il s'agit alors d'intégrer — ^ On 

employer pour cela la transformation relative aux radicaux 
du second degré , et poser 



x^- ri* "^'^ P^^rra 



d'où 


— x'= I -h^z; 


— a:= 2z -1- Jcz^, 


— dx =z 2.dz H- :ixzdz 4- z Wx, 


dx dx 


_ ^dz dx dz 


i+-^2 V'i x^ 


I-+-3' xVl-X' ' 


Donc 




dx 

— \z- 


, r-,rV'-^'-i\ . r 



On serait arrivé plus simplement au même résultat , en 
posant a: = -5 ce qui aurait donné "^ - y oue nous 

avons intégré précédemment. 

238. Considérons encore la différentielle binôme 

X " dx 
f- ? qui se rencontre dans le calcul des oscillations 

y ax — x^ 

du pendule. On a identiquement 

/n,j I x'^-^lx \dx 

x'^dx I \ 2/ a rx"'-'dx 

slax — x^ J s/ax — x^ 2 J ^ax — x^' 

Mais, en intégrant par parties, on trouve 

I X "*~~ * i X — — I dx 

J ^ ^ ^ — = — J^'-'^gJr— j-'-t-C^y^—l) f X'n-'dxs/àx—X^ 

%J \j ax — x^ J 

= — x"-» v^T — x*-|-(to — 1) I ^ ' 

J ^ax — x* 

J yax — a" J yfax — ~x* 

- J *■* * * * 
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i 

substituant dans la première équation, et réduisant, il 
vient 

/* x'^dr x"^^ ^ ax — x^ [nm — i)a Ç x'^-^dx 

L'exposant m étant abaissé d'une unité, si l'on applique 

le même procédé à la nouvelle diflerentielle et aux sui- 

/' (Ijc 
r- On obtiendra 
y aj? — x"^ 

cette dernière en observant que 

— <lx 
dx dx n 



•'"-" v/f-(î-')' ^'-^-^) 



donc 



/; 



dx a — 2 x _ 
: = arc ces h C. 



^ ax — 



x' « 



Intégration des fonctions exponentielles, logarithmiques, 

et circulaires. 

239. Si Ton sait intégrer la difTérenlielle F(a:)rfj;, on 
saura aussi intégrer les suivantes , par une simple substi- 
tution : 

dx 
Y[e^)e*dxy Y[\x) — 9 F(sin^)cosx//x, 

X 

F ( CCS j: ) sin :c^^, F(arcsiQA') 



y I — X* 

^ / . dx „ , . dx 

F (arc cosx ) -t=^ 9 F ( arc tangjr ) 



On voit de même que si F désigne une fonction algé- 






•* . • * • 
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brique, ou rendra algébriques les difl'érenli elles 

¥{e')dxy F(sin:r, cosx)dxy 
F (sin x, sin 2j:, . . . , cos x, cos 2^ , . . . ) dx, 

en posant respectivement 

c*==z, sia^rrrz, ou cosj7=z. 

240. Soit maintenant la difTérentielle Vz^'dx^ dans la- 
quelle z désigne une fonction transcendante. 

Si l'on pose 

Jprfx = Q, jQ|rfx = R, jR^rfx=S,... 

et que l'on puisse obtenir les fonctions désignées par 
Q, R, S, etc., rintégration par parties fera connaître 
JVz'^dx. En effet, on aura 

(Vz^dx = Qz" — n /qz«-' ~ dx^ 

I Qz»-» ^ ctr = R2«-' — (/i— i) /R2«-*^d:r, 

et ainsi de suite. Donc 

fVz^dx = Qz« — /iRz"-' -h w ('^ — I ) S«"""' — 

241 . Si l'on suppose P = i et que l'on fasse successi- 
vement z =\Xj z = arc sino:, on trouvera 

/I»x<fx = a:[l'»x — ni»-' x-Hn(n— l)l«-"«— ...±ii(rt— i). .2 l]-i-C, 

r" n^i — *' n(n—i)x T 

/» I arc sin X (arc sin x)' 1, . , 

(arc sin j:)" do? = 1 1 1 (arc sin x)« -h (.. 

I __ n(n--i)(n-2)v/i~x' ^_ I 

1— (arc sin x) • * * * J 

Si Ton suppose P = x"*""' et z = 1 a:, on aura 

x'«-«I"arrfx= — |l«x l«-«xH -—^ »" x — ..ifc-^ ^^ |h-C. 

m L m m' m" J 






- J i J • 

I - J -< ■» 

! 
I 
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Si , dans la première et la dernière de ces trois formules, 
on pose 1 X = r , elles deviennent 

ft'»e*dxz=.e*[s'* —ng*— -^n^n— i)««-*— .. .±n(n — i). ..a. iJ-+-C, 

si , dans la seconde , on pose arc sin x = z^ d'où 

j?:±:sinz, dx =:coszdzy 
elle devient 

fz'^coszdzzzz sinz[i" — n(n — i)«"~*-h. . .] 

-+-C0S3[/ÏZ""'— /l[/l— i)(/i — 2)«"-^-h. . .]-4-C. 

On peut d^ailleurs obtenir directement ces trois dernières 
formules, et en déduire réciproquement les trois pre- 
mières. 

242. Les deux intégrales f&" cos bxdx et Je*' sin bxdx 
peuvent se déterminer à la fois , au moyen de l'intégration 
par parties. En effet, on trouve immédiatement 

/, ^ e"co^bx b C ... 
e'^co^bxdx:= 1 — îe'^smbxdx^ 
a aj 

/\. L ^ e^'sinbx b T 
e^' smbxdx z=z 1 e^' cos bxdx. 
a aJ 

De ces deux équations oiî tire , pour ces intégrales , les 
valeurs suivantes : 






, , a cos bx-^- b sin bx ^ 

c*" cos bxdx = ; <?" -H C , 

a^-hb^ ' 



-, • » j asinbx — b cos bx „, ^ 
c«' sm bxdx = ^ e" H- C. 



243. On pourra encore déterminer les intégrales 
fx " e*" cos bxdx, Jx " ^ «* sin bxdx^ 
en abaissant successivement l'exposant de .r. Mais le cal< 



" 1. * t 4. 
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cul sera simplifié au moyen de la formule ci-dessus, qui 
donne la valeur de /^"e^'^rfz, dans laquelle on rempla- 
cera a par a-hb)/ — i . Elle devient alors , en substi- 
tuant X à z^ 

j * « e «* (coa bs -+■ ^ — I sin hx) dx = 

e<** (co(ibx-{-J — isin&x^r no:'»-' , ntn — l)...2.i "1 ^ 

fl-HAy/_i L a-hB^—i (a-hb^f^i)" J 

Si l'on égale les parties réelles des deux membres , ainsi 

que les parties imaginaires , on aura les valeurs des deux 

intégrales cberchées. 

244. Considérons maintenant les difierentielles de la 

forme 

sin'"j:cos"a:rfx. 

Si l'on pose sin jc = z , d'où cos xdx = dz, on obtieût 



fi — I 

Elle rentre ainsi dans les différentielles binômes, et sera 

intégrable lorsque sera entier, c'est-à-dire lorsque 

m sera un nombre entier impair ou lorsque n sera un 
nombre entier impair, ou lorsque m -f- « sera un nombre 
entier pair. On aurait pu poser coso: == z^ et la différen- 
tielle serait devenue 

m — I 

d'où Ton aurait tiré les mêmes conséquences. 

245. Au lieu d'employer ces transformations, on peut 
traiter directement la différentielle proposée, au moyen 
de l'intégration par parties. On trouvera ainsi 

, , /* . , sin'"+'j:cos"-'T n — 1 f* . 

(1) I siB>^xco&" Jiax = 1 I siii "«+ cos'"-"xru-. 

J W-f- I TO-M J 
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Or 

ysin"»-**'j:cos"~*x//j:=y(sin"'xcos*~'j:) (i — cos' x)fLc 

=ysin"' X cos ■*"' xfix — y*sin * dx cos" xdx ; 

substituant et réduisant, il vient 

sin •" X cos " x<ir = 1 I sin^xcos»-* rdx. 

»îi -f- n m-hn J 

Donc , si 71 est positif, cptte formule Fabaisse de deux 
unités, sans changer m; excepté toutefois le cas où 
m H- w = o , que nous examinerons plus tard. 

En supposant que ce cas ne se présente pas jusqu'à la 
fin du calcul , et en continuant de diminuer Texposant de 
cosor, on le ramènera à o ou i s'il est entier. 

246. En dirigeant autrement l'intégration par parties , 
on abaissera successivement l'exposant de sin j:. En effet, 
on a 

,«v /• . , co8"+'xsiii"'--x» m— I r, ^ , 

Or 

y«in ""^^ X cos "■*■' xdx =y ( sin "~' x cos " x) ( i — ûn^x)dx 

= y sin *■"* X cos " xdx -^ y sin "* x cos" xdx. 

Substituant dans la précédente, et réduisant, il vient 

,^ /• - sin"»-»xcos"+'x m — i f* . _ 

fa) I 8in'"xcos''xax= 1 1 8in"-»xco8''xdx. 

Si donc on excepte encore le cas de m -f- « = o, on abais- 
sera Texposant de sin x d'un nombre pair quelconque , et , 
s'il est entier, on parviendra à le réduire à zéro ou à 
l'unité sans que Texposant de cosi: ait changé. S'ils sont 
tous deux entiers, on les réduira successivement l'un et 
l'autre, autant que possible, sans les rendre négatifs, et 



••• 
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il restera à intégrer une des expressions suivantes : 
fdxy fcosjcdjCf fsmxdxj fsinx cosxdxy 

que nous considérerons tout à l'heure. 

247. Supposons maintenant que m étant positif, n soit 
négatif et remplacé par — n^la. formule (2) donnera 

/sin'"^: , sin'"-^'x « -f- i /•sin'"x , 
flfj? = r f — dx, 
cos"a7 [m — n)cos"'^^x m — nj cos'^^^x 

L'exposant de cos x se trouvant élevé de deux unités , on 
tirera la valeur de l'intégrale qui est dans le second mem- 
bre , et Ton trouvera , en changeant /i -h 2 en « , 

,^, rûn'^x , sîn'""^'ar n — m — 2 Cûn'^x , 

(5) 1 ax=.- ^ ■ 1 I dx, 

^ ' J cos"j: [n — i)cos"~'j? /^ -^ i J cos'*~'j? 

Cette formule ne peut être appliquée dans le cas de » = i . 
Si en même temps m est entier, on l'abaissera au moyen 
de la formule (4) , et l'on parviendra à 

/sïnx , r dx . 
dxy ou I 9 
COS^ J cos 07 

expressions que nous intégrerons tout à l'heure. 

248. Si , au contraire, n est positif et m négatif, rem- 
plaçons-le par — m dans la formule (4) , elle devient 

/ces" X , cos""^' X w 4- I /* cos"a: , 
. ^ dx = , . ,. ■ H I . ,^- dx. 
sm"^ (/Tî-^wjsm*'*''^ m — njsin''^^x 

L'exposant de sina: étant augmenté de deux unités, on 
tirera la valeur de l'intégrale du second membre, et l'on 
aura , en remplaçant m -+- a par m, 

//•\ rcos''a: , cos""^'a: m — n — 2 /*cos".r , 

(o) I -: dx=: — ■; r— : h— I -; ~-dx. 

J sm"'x (w — ijsin^-'x m — i J sm'"~*j: 

Cett« formule ne peut cire appliquée si ni= 1 5 mais alors, 
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en abaissant l'exposant décos a:, on arrivera, s'il est en- 
tier, à Tune des expressions / -. — dx^ ou | -; — • 

^ J sinx j smx 

249. Supposons enfin que m et n soient négatifs tous 
les deux, et remplaçons-les par — m et — n. La for- 
mule (2) deviendra 

/ djc --j[ n-hi / * dr 

sin^xcos» x (m-j-n) sin'»-»xco8"+' x* m-^n J siii^x co8*+»x' 

OU, en tirant la valeur de la seconde intégrale, et chan- 
geant w-f- 2 en w, 

. V r dx I wi -Hw—a /• 

' J sin'»xcos''x~'(n — i)8in'»-« xcos»-' x m — i J si 



n'^xcos^-'x 



On tirera semblablement de la formule (4) 

/dx I m-i-i /• dx 

sin"»xc08''x (m-i-n) si n^+'xcos" -'x m-f-n J sin'»+« 



X cos " X 



Tirant de là la valeur de la dernière intégrale, et rem- 
plaçant m -h 9. par m, il vient 

fa\ r dx — I m^-n— 2 /» <ix 

\/ sin"»xcos''x (m — i)sin«-»xcos"-'x m — i J 8in"»-»x 



»x cos"x 



Au moyen des formules (7) et (8) on diminuera du plus 
grand nombre pair possible, les exposants de sinx et 
cos a:. Il n!y aura d'exception que pour le cas de m = i 
ou 7î = I , et alors on parvient , en supposant m et n en- 
tiers , à Tune des expressions suivantes : 



J SVCkX J COSJ7 J si 



dx 



sinj:cos:c 



250. En réunissant les cas particuliers auxquels on est 
conduit par Inapplication de ces procédés, on voit que 
Ton est toujours ramené, quand les exposants sont en- 
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tiers , à efTectuer Tune des intégrations suivantes : 

/dx^ icosdx, Isinxdx, / stii x cos o:^ , / dx, i — — dx, 
J J J J cosj: * J sinx 

/* dx r dx r dx /•j>in'»jî /•cos*»ar 

sinxcosx' J sinx^ J cosx^ J coa*"x * J &in'-x 

Les six premières s'obtiennent immédiatement, et ont 
pour valeurs respectives 

J*dx = a: -h C , fcosdx = sin x -h C , 

I ^ïnxdx = — coso: -h C , I sin jt cosjrdx = h C. 

Dans les deux suivantes le numérateur est la différentielle 
du dénominateur, abstraction faite du signe. Donc 

/$ina;^x , ^ Ccosxdx . , ^ 
= — lcosa;-f-C, | — : = lsmx-hC. 
cos j: j sm x 

dx 

On intéerera la suivante -: en divisant ses deux 

^ sin.rcosa7 

termes par cos'x; elle devient alors 

dx 

: = I ^- = 1 tancjc 4- C. 

mx J tango: ^ 




ces or 



ImJF 

La suivante -: — s'intécrera en divisant ses deux termes 
smx ^ 

par cos* \x^ après avoir remplacé sinx par 2 sin - cos -^ 



elle devient alors 



cos» - /•«/. tang- 

~- \ ^ = "< 

^in - / lanR - 

• co» — 

2 



+ C. 
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On ramènera rinléeralc 1- — à celte dernière, en ob- 
servant que 



i-^' 




= — I taog 



sin"jr , cos^j: , . i» i 

sions ax et -; ax , qui rentrent 1 une dans 



(1-) 

251. 11 ne reste plus à intégrer que les deux expres- 

sin"jr , cos^j? 

— -- dx et -; 

cos"j7 sin^r 

l'autre par le changement de j: en .r. 

Or la formule (i) devient, en supposant n négatif et 
égal à — ni^ 

/tang-'-^'a: C ^, . 

tang^jrrfx = — I tang *"■*■* xrfar, 

et Ton en tirera, en remplaçant m -h 2 par m, 

/tans;'"-',r [* 
tang'"a:rt.r = — ^^ I tang'"~'AY/jr. 

En continuant à abaisser l'exposant de deux unités, on 
parviendra à fdx^ ou.ftaLngxdx^ qui a été déterminée pré- 

dx. 

On aurait trouvé de même 

/• , cot'"-'.r r 

m ~ I J 

Celte formule ramènera , soit à fdx^ soit à fcotxdx^ qui 

a été déjà déterminée, quand on a cherché / - — dx, 
' ' * J sin,r 

252. En appliquant les principes précédents h la déter- 
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mi nation des intégrales 

jsin^xdx, jcos^xdx, I tang"AY/j7, • 

/coV'xdx, I , 1 , 
J sm^j? J cos^j: 

on trouve, i° en supposant n pair, 

/'. cosarr. «_i . 3.5...(n— 3)(n--i>j . 1 

n L "—2 2.4.. .(n— 4) (it— 2) J 

. i.3...(yt-3)(yt-i) _ . ^, 
2.4. ..(n— 2)11 

/' , sinx r n—\ , 3.5...(n — 3)(/i— 1) 1 

COS" jrdx = I C0S''-'j:H COS"-*T-f-. . .H ; ^^ r^-^ ; COS a: I 
« 1_ n--2 2.4.. («—4) C"""^) J 

i.3...(n — 3) (n — i) ^ 

-< 7 / \ • J^ -h C , 

2.4 . .(11—2) « 

/' , lanff''-«jr tancf-^a: . „ 

tang " xdx = ^ — H — H-. . . ±: lanff r zp x 4- C , 
n — I n — 3 w-r^ 

/* , cof^-'x cof-^x , _ 

col » xax= 1 . . . ± cot r 3: jr 4- C , 
n — I n — . 3 ^^ 

• • 

/• - J sinx r . n— 2 . , 2.4. . .(«—4) («—^) . 1 ,. 

n— I L n— 3 i.3...(«--5)(n— 3) J ' 

/' , - cosxT «—2 , ' 2.4- ••(«—-3) 1 ^ 

cosec "xdx = I coscc " - ' j; h _ coscc "- *x-h ... H tt^ — ^ ;î coscc .t I -t- C ; 
n — I L " — 3 1.3 ..n — 3 J 

2^. En supposant n impair, 

/\ , cosx r . n— I . , 2.4- • .(«— 3)(»ï— i)"l , ^ 

n L "—2 i:^...(«— 5)(«— 2)j 

n |_ n— 2 1.3. . .(«— 4) (n— 2)J 

/tanfî»"j: tanfî"-'x . ^^^"îî'*^ . , ,. 

tang » xdx = — ^ ^- — +-. . .± — - — ± 1 cos.r -j- C , 
^ n — I « — 3 2 

/' , cof-'r cof-'.r rol'j- , . 
col "^ xdx = 1 s- H . .rp III I Pinr | î. 
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/' , sino: r . n— a , _ 3.5...(n— 2) . . 1 

n — i L n—S 2.4 ..(n--3) J 

l.3...(«— 2) , ^ /x n\ 

/' , cosjrf n— 2 _ 3.5...(/i— 2) . . 1 

n— I L "—3 •J.4...(n--3} J 

l 3. .(n— a) . X 

-i 7 7 ; 1 lang - -H C. 

2.4 ••(«—0 '-» 
253. Observons quHl est quelquefois plus simple de 

réduire les différentielles de la forme -; , en les 

sin"a:cos"j: 

multipliant une ou plusieurs fois de suite par sin'x-hcos'jc, 

dx 
ce qui n'en chanfi;e pas la valeur. Par exemple -î—- ~- 

se ehanfi'era en — — - -h . , dont Tintéerale est 
^ ces' A' sin'ar ^ 

tang X — cota: -h C. 

Remarquons encore que l'on pourra quelquefois , avec 
avantage , remplacer les puissances du sinus et du cosinus 
de X par leurs développements en fonctions linéaires des 
sinus et cosinus des multiples de x. 

-Nous terminerons par l'intégration de deux expressions 

qui se rencontrent souvent. 

dx 

La première est -^ — ; r— 7— On Tintècre en 

* a-^bcos^x -h csin^x ^ 

posant tango: = 2 , et Ton obtient 

'-===^==: arc tan{*.z i / r -+- G. 

Si a -\-c et a-P- i ne ''sont pas de même signe, cette ex- 
pression se change en logarithme. 

La seconde est ; : elle se ramène à la première 

a-h cos^ ' 

en remplaçant cos jc par cos' sin' -? et l'on posera 

alors tang- = z. 
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Intégration par séries, 

254. Lorsqu'on ne peut intégrer exactement une diffé- 
rentielle F (2?) <ir, on peut se proposer de développer son 
intégrale en série ; et pour cela on développera d'abord la 
fonction F [x). Soit donc 

et admettons que cette série soit convergente , sans quoi 
elle ne pourrait remplacer aucune fonction. 

Soit 5„ la somme des termes jusqu'àp m„ inclusivement, 
et 7'„ le reste de la série , qui tend vers zéro à mesure que 
n augmente. On aura 

Intégrons les deux membres de cette équation entre deux 
valeurs quelconques a:© et X , nous aurons 

J/%X /»X /»X 

et puisque /'„ tend vers véro, I r^dx tend aussi vers 
zéro 5 donc 

XX /»X /»X /»X 

F(x)rfa:=lim / Sndxz= j u^dx-^ j «.«/x-f-..., 



^. 



OU, en remplaçant X par x, 



Jl ¥(x)dx=j Uoda: -{-... . 
x^ Jx, 



L équation subsistera évidemment en prenant les inté- 
grales indéfinies 

f¥ {x) dx =:fuodx -^, , . , 



254 COURS d'analyse. 

255. Si la série (i) n'était pas convergente, pour la 
limite X, on pourrait craindre que la formule (2) ne fut 
inexacte 5 mais nous allons voir qu'elle subsiste encore , 
pourvu qu'elle soit convergente. En effet, elle est démon- 
trée pour toute valeur de x comprise entre a: et X ; c'est- 
à-dire que Ton a pour ces valeurs 

' F(.r) dx= j u^dx "^ . . .-h j Undx -f- . , , . 

Or la limite de la somme des termes du second membre 
est une fonction déterminée et continue de a:, puisque la 
série des intégrales est supposée convergente, même pour 
la valeur X. Si donc on fait tendre x vers X, les deux 
membres de l'équation tendront chacun vers une limite, 
et ces limites ne peuvent être inégales. Donc 

Y{x)dxz=i\ u^dx-^- l u.dx-^- 

La même démonstration se ferait pour la limite Xq , et 
même pour toute valeur intermédiaire , pour laquelle la 
série ( i ) cesserait d'être convergente , sans que la série 
des intégrales cessât de l'être. 

256. La fonction F(x) peut quelquefois être déve- 
loppée de bien des manières différentes en séries conver- 
gentes : on choisira celle qui conviendra le mieux à la 
question. Si on la développe suivant la formule de Ma- 
claurin , on aura 



s ^m 



et, par suite, 

/> x^ V^ X '"*^ ' 

11 est facile de reconnaître que ce second membre n'est 
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aiilre chose que le développement de /F [x) dx^ d'après la 
formule de Maclaurin : C représente la valeur arbitraire 
de cette fonction pour x = o. 

Si Ton veut connaître Terreur commise en s'a rrê tant 

à un terme quelconque. F"~* (o) , dans la se- 

1 • ji » • » it 

rie (3) 5 il suffira de multiplier — — par la dé- 

rivée de Tordre (w-f- i) de la fonction fF[x)dx, en 
donnant à x dans cette dérivée une valeur Ox intermé- 
diaire entre o et x. C'est la règle connue dans le cas de la 
formule de Maclaurin, dont l'équation (3) est Tappli ca- 
tion à la fonction /F (x)dx. Si donc on désigne par k 
la plus grande valeur de F''(a:) quand x passe de o à x, 
l'erreur commise en s'arrétant au terme qui renferme x'* 

sera moindre que -, ;• 

^ 1.2... [n-h î) 

257. On pourrait développer la fonction fF[x)dx 
par la formule de BernouUi , qui donne pour une fonc- 
tion quelconque jr^ 

dy jc^ d^y x^ d^y 

7o étant la valeur de y correspondant à ^ = o. Si Ton 
suppose 

y =ijY[x)dxy et jo = C, 

on aura 

.(4) Jfw./^=c^^fw--^f'W+,-^f''W~-- 

On obtiendrait cette même formule en intégrant par par- 
ties la différentielle Fi^x^dx, En effet, on aura successî- 
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vement : 

/f(x).x=.FW_/xF'(x,«^, 

/^F"(x)rfx = ^3F"(.)-/^3F"W^. 

Si , en continuant indéfiniment ces intégrations , la der- 
nière intégrale tend vers zéro, on aura, en faisant les 
substitutions et ajoutant la constante arbitraire , 

/lF(^)r/^==C4-:cF(ar)— ^F'(.r)H---^F''(^)--..., 

ce qui n'est autre chose que la formule (4). 

258. Lorsque la fonction F (x) est le produit de plu- 
sieurs facteurs, on peut se borner à développer l'un d'eux 
en série, pourvu que les autres facteurs midtipliés par 
les divers termes de cette série donnent des produits inté- 
grables. 

Soit , par exemple , la différentielle 

dx 

^ ax — x^ y I — bx 

qui se rencontre dans le calcul du mouvement du pen- 

dule. On peut développer (i — bx) ^ si Ton suppose 
ia: <^ I , abstraction faite des signes, et Ton aura 

^ ' 1 2.4 2.4.0 

Substituant ce développement dans la différentielle pro- 
posée , on aura à intégrer des termes de la forme 

x^dx 

\ ax — .r' 



X» 
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expression que nous avons intégrée dans la théorie des 
di fTérentielles binômes . 

259. L'intégration par séries peut servir à faire con- 
naître les développements des fonctions dont on sait dé- 
velopper les dérivées. 

Ainsi, par exemple, la dérivée de arc sinx est -p= 
dont le développement est 

^^ 'a ^•^< 1.3.5^ 

I ""f~ X "T~ 'i X ""T~ / /% X "T" • • • -j 

a 2.4 2.4*0 

donc 

_, i x^ 1 .Sx* 1 .3.5a?' 

arc sinx = C-hx-+--^ — f 7 -= — I 7-^ h . . . . 

23 2.45 2.4.07 

Mais il faut remarquer que le radical ayant été pris posi- 
tivement , on suppose que l'arc et le sinus varient dans le 
même sens. La formule ne s*applique donc pas aux arcs 

compris entre -etTr, mais elle convient aux arcs com- 
pris entre o et H — : elle conviendrait de même aux arcs 
*■ 2 

entre o et Elle doit, par conséquent, être satisfaite 

quand on y fait :c = o, et, par suite, C doit être nul; 

on a donc 

IX* ï .3 X* 1 .3*5.»* 

arc sin X = jc -h - = 1 7 -=- -f- — r ., h . . . . 

2 3 2.4 o 2.4.0 7 

Le développement de - n'est plus convergent pour 

V I — a?' 

^ = I ', mais , comme la série des intégrales ne cesse pas 

de l'être, la formule précédente représente arcsinx^ 
même lorsque x = i . On a , pour cette valeur particu- 
lière , 

TT II 1 .3 1 1 .3.5 I 

2 2 3 2.4 5 2.4.6 7 
2« édît. 
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Mais cette série serait trop peu convergente pour servir à 
calculer tt. 

260. On aura de même le développement de arc tangx 

en développant ; > qui en est la dérivée. 

Si Ton suppose a: <^ i , on ordonnera par rapport aux 
puissances croissantes de x^ afin que la série soit conver- 
gente, et Ton aura 

I 

- = 1 — j:' 4- a:* — j:* -f-. . .5 



I -h j; 
donc 



h 



dx ^ j?' X* .t' 

= C4-x— — -hp h 



-hx» 3 5 7. 

L'arc étant nul avec sa tangente , on aura C = o , et 



x'^ a' x' 



arc tangx = x — 0— -H^ h 

«j o *7 



a • • . 



9 

Si 5 au contraire, on a a:]^ i , on aura , en ordonnant par 
rapport aux puissances décroissantes de x^ 

I I I 1 I 

donc 

^ I 1 ' I I 
arc tangx = j--— — -_-^ 

X 3x^ 5x* ^x' 

La constante est -? puisque x infini rend le premier 

membre égal à — Ainsi , pour les valeurs de x numéri- 
quement plus grandes que Tunité, on a 

TT I I I 

arc taDGTx = 1 • 

^ 2 x^3x« 5x* 

Il faut remarquer que la première formule donne les arcs 



j 
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positifs depuis o jusqu'à y seulement. La seconde ne con- 
vient qu'aux arcs compris entre cette limite et - qui est 

la plus grande valeur du second membre. 

Ces formules sont exactes pour j: = i , parce qu'elles 
restent convergentes , quoique les séries qui expriment la 
dérivée ne le soient plus 5 elles donnent alors 



I -H ^ 
donc 



/ 



dx ^ jc^ x^ X* 
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Le logarithme de l'unité étant zéro , il faut supposer C =0 
pour que la formule représente 1 ( i •+■ x)^et l'on aura 



x^ X^ X* 



Cette formule étant convergente pour a: = i , quoique la 
série qui exprime la dérivée ne le soit plus , elle ne cesse 
pas d'être exacte pour celte valeur particulière. 

Si l'on supposait x >^ i , et qu'on ordonnât le dévelop- 
pement de par rapport aux puissances décroissantes 

1 I X 

de X afin qu'il fût convergent, on ne trouverait plus 
1 ( H-a:) , mais seulement \{i-\-x) — Ix, oul(i-:f--)» 



{ 



TT III 

261 . Cherclions encore de cette manière le dévelop- 
pement de 1 ( I -h x)^ dont la dérivée est • Si Ton 

I ' j' X 

suppose x<C i ^ on a 



260 
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Passage des intégrales indéfinies aux intégrales 

définies, 

262. Nous avons démontré , dans le n** 207 , que si la 
dérivée d une fonction quelconque F (x) est continue 
pour toutes les valeurs de la variable depuis a:» jusqu'à x, 
la difTérence F (x) — F (xo) est la limite de la somme des 
valeurs que prend F' (x) dx, lorsque l'on fait passer la va- 
riable de Xo à X, par degrés infiniment petits représentés 
par dx -, d'où résulte la formule 



(0 






Ainsi, pour connaître l'intégrale définie de F' (x) dx 
entre des limites données , lorsqu'on connaît l'intégrale 
indéfinie, ou une fonction quelconque F |ar) ayant pour 
dérivée F' (x) , il suffit de substituer les limites de l'in- 
tégrale dans F (x), et de retrancher le r^ultat relatif à 
la plus petite limite, de celui qui se rapporte à la plus 

grande. 
Exemples : 



00 

.00 



I e-*^' cos bxdxT=: , ^;i > I 



QO 



^-«r sin&xdx =: 



««-4-fr»' 



TT 



r* . .1+. ^, 2.4.6.. ^V f^cos^^+'rdlx 

n ■ 
n — 

j «n**x^=- 2.4.6... SI* 2 ./^ 
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a6i 



îr 



/ C08**j:»in'*'*"''ï</j!-= — r- — --r-: 

./^ ('1/ -4-1) ('il 



-+-3).. Oii-f-'iA-t-i)' 



I 






C08 



2.4 6... (21 -h a*) a 



/» » Jr**<fg _ 1.3.5...( 2A 
J^ y/l — a:« ~" a. 4. 6.,. 



2Âr 2 



^ • A'*-^'dx _ a.4.6...2A 



r • A- "-^'dx _ 2.4. 6.. 

./ i/7~^« "*3.5.7...(; 



(2A 4- I) 



Ces dernières intégrales rentrent dans deux des précé- 
dentes en posant x = sinz ; d'où 



dx 



iT:= 



= dz. 



x^'^elx 



L'intégrale indéfinie de —^ peut être déterminée 

en décomposant en fractions simples l'expression ^^ " — 1 

dans laquelle on peut toujours supposer m <^ n. D'après 

cela , si l'on fait = a , on obtiendra 

2/1 ^ 



=— |8iDa7r-4-8in3<iir-h»in5a7rH-. . .-^-sinCan — i)«7r 1 = — r- 

x»«+' n L J «"n 



ajc 



On aura encore, en supposant que- m et n soient des 
nombres entiers positifs , tels que m<^n^ 



r 



x'^~^dœ 



n sin 



mrr 



n 



Si maintenant on pose x'' =z^ - = a, celle équation 



= -. 7 a ayant une valeur commen- 
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surable quelconque comprise entre o et i , et pouvant 
avoir aussi, par conséquent, toute valeur incommensu- 
rable comprise entre les mêmes limites. 

On trouvera encore, d'après une formule précédem- 
ment démontrée, en supposant /i > i , 



X 



00 



fiiC I . 3 . 5 . . . ( 2/1 — 3 ] TT 

(i-f-jc*)» 2.4.6. ..(a/t — 2)2 



Il faut bien remarquer que la formule ( i ) ne subsiste- 
rait plus si la fonction F(jc) devenait infinie entre les 
limites de l'intégration. Dans ce cas , la somme des élé- 
ments F' (a:) ctr peut être infinie, ou indéterminée. Il 
faudra donc toujours s'assurer si F(x) ne devient pas in- 
fini dans cet intervalle, et c'est seulement lorsque cette 
circonstance ne se présentera pas, que l'on pourra dire que 
F (or) — F (a:©) est la limite de la somme des éléments 
tels que F' (x) dx. Dans le cas contraire , on partage l'in- 
tégrale en deux autres ayant pour limite commune la 
valeur particulière de x, et l'on examine séparément 
chacune d'elles. 

— 9 la formule ( i ) 

-a ^ 

donnera — ^7-3 — 5—3 ? expression qui est négative , tandis 

que tous les éléments sont positifs. Mais ~ devenant in- 
fini pour X = o, il faut s'assurer si l'intégrale ne le de- 
vient pas aussi. C'est ce qui arrive en effet, et la for- 
mule ( I ) suppose que cette circonstance n'arrive pas. 

Dans le cas actuel , les deux intégrales partielles sont 
infinies de même signe; par conséquent il n'y a pas indé- 
termination, et l'intégrale demandée est infinie. 

Cdx 
Considérons encore l'intégrale I — • Si les deux limites 



r 

I 
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sont négatives, on a une somme d'éléments négatifs, qui 
seraient les mêmes , au signe près , que si Ton prenait ces 
limites positives. Ainsi Ton aura 



X 



— = 13 — la = l- 



Il n y aurait de même aucune difficulté pour deux limites 
positives 5 mais si elles sont des signes différents, l'inté- 
grale \x passant par Vinfini, la formule (i) n'est plus 
démontrée 5 et il y a cela de remarquable , que la somme 
des éléments est réellement indéterminée. 

. ,. . /•"+"* dx 

En effet , soit l'intégrale définie I — ; partageons- 

la en deux autres , dont les limites soient — a , — e/x pour 
la preinière, et -h ev, -f- i pour la seconde; e étant une 
quantité qui tend vers zéro, et (x, v deux nombres con- 
stants arbitraires. La première intégrale aura pour valeur 

1 — > et la seconde 1 — : leur somme sera 1 - + 1 — Elle ne 

a gv va 

renfermera plus e , et, par conséquent, si l'on fait tendre 
cette quantité vers zéro , on aura pour la somme des deux 

C^ dx 
intégrales, ou pour l'intégrale I — 5 la quantité indéter- 

minée 1 - -f- 1 -> qui-dépend du rapport arbitraire des in- 
tervalles infiniment décroissants e|ui, £V. Si on les suppose 
égaux, 1 ~ devient 1 1 ou zéro, et il reste 1 — C'est ce que 

M . Cauchy appelle la valeur principale de l'int^rale in- 
déterminée. 

263. Lorsque l'on applique l'intégration par parties à 
la transformation des intégrales définies , et qu'on donne 
les mêmes limites aux intégrales, il est facile de voir, en 
général, comment doit être déterminée la constante. 
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En effet, on a 

ff(x)d^{x) =/(x)ç{x)-/,(x)rf/(x). 

Si Ton veut que les intégrales soient prises entre les 
mêmes limites Xo et X , on commencera par les prendre à 
partir de Xo \ mais alors il est nécessaire d^ajouter une 
constante arbitraire à l'un des membres, ce qui donne 

Pour que celte équation ait lieu en faisant x = Xo^il faut 
que Ton ait C = — f(^o) ? (^o) ? et, par conséquent, 

"Y Y 

J /W.rf.?(x)=/(X)p(X)-/(*.)î,(x.)-J f(.T)d.f{x). 

264. Si l'on renverse les limites d'une intégrale défi- 
nie , on ne fait que changer son signe ; car les accroisse- 
ments de X changent de signe , et les valeurs absolues des 
éléments différentiels ne changent pas. On a donc 

F(ar)^x=:— 1 Y{x)dx^ 

*. Jx 

ce qui s'accorde avec l'expression de l'intégrale définie au 
moyen de la fonction (f{x) dont la dérivée est Y (x). En 
effet, on a 

Ç ¥[x)dx=^ff{X)-f^{x,), f =y(a?.)-(p(X)[, 
Jx^ «/X 

expressions égales et de signes contraires. - 

265. On peut changer l'intégrale I F(x) dx dans la 



suivante i 



j F( X -f- Xo — x) dxy 
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dont les limites sont les mêmes. En effet, les éléments 
qui les composent l'une et l'autre sont les mêmes en 
ordre inverse. En partant de cette remarque, qui est quel- 
quefois utile , on peut, par une suite d'intégrations par 
parties, obtenir très - simplement la série de Taylor, 
comme on va le voir. 

266. Série de Tajlor, — Soit F (x) une fonction 
quelconque qui reste continue , ainsi que ses /* premières 
dérivées, entre les limites x elx-\-h. On a évidemment 

F{x-(-A) — F(x)= r F'(^H-z)^2; 
et, d'après ce qui vient d'être dit , 

J<* h /%h 

¥'{x-hz)dz=: j ¥'(a:'{-h — z)dz: 
t/ 

X est constant dans cette intégration, z seul varie. 

Intégrant par parties cette dernière expression et celles 
qui s'en déduisent, il vient 

= ^F ' (jr-+-A-«)-i- — F " (x-i-h-s)^ f— F '" (xH-fe ^z)dz = ... 

I ' 1.2 ^ ' i.2...(n— i) ^ ' 

-H r £11! -F'Var-f A-«)^r. 

J 1.2. ..(n — I) ^ 

Si Ton prend les intégrales entre les limites o et /i, il 
faudra faire successivement ^ = A , z =zo dans les termes 
en dehors du signe f^ puis retrancher le dernier résultat 
du premier, ce qui donnera 

f F'(xH-A^5)rf. = /rF'(r)-f-ilF''(r)^...-i-_^^ 
J^ **^ l.i. . .(w— l) 

i.2...(n-ij -' 
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Mais 



donc 



F(x-f-/*) — F(x)=: r F'(A--f-/« — z)£&; 



F(r-hA) = F(x)-hAF'(x)-|-^F''(;r)-*-...H ^ F — (x) 

1.2 1 .2. • .{n — I) 

h 



i.a...(ii— i)Jj ^ 

Lorsque le terme qui renferme Tîntégrale définie tend 
vers zéro à mesure que n augmente, la série converge 
v<3rs F (jr -f- A) , et devient celle que Taylor a fait con- 
naître. 

On peut donner une autre forme au terme qui exprime 
l'erreur commise, en s'arrêtant au terme de rang n. En 
effet, l'intégrale définie est égale à la somme des facteurs 
z'^^^dz j multipliée par une valeur moyenne entre la plus 
petite et la plus grande de celles que prend F"(x-hh — z) 
quand z passe de o à A 5 et comme cette fonction est sup- 
posée continue dans cet intervalle, cette moyenne est 
l'une des valeurs que prend F"(x-f-A — z), pour une 
certaine valeur de z comprise entre o et A : d'où résulte 
aussi pour A — z une valeur comprise entre o et A , que 
nous représenterons par 9h. Le terme qui complète le 

développement devient donc 

^—-^ — ^. / z«-'rf3, ou F"(x-hôA). 

1 .2. . .(/i— I ) J. 1 .2. . ./i 

C'est sous cette forme que nous l'avons présentée dans le 
Calcul différentiel : d est une fonction inconnue de x^ et 
l'on sait seulement qu'elle a une valeur positive plus 
petite que l'unité. 

En prenant la plus petite et la plus grande des valeurs 
de F"(x) dans l'intervalle de x kx -{-h^ on aura deux 
limites entre lesquelles sera comprise Terreur commise en 
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s'arrètant après le /*'*'"' terme. L'intégrale définie donne 
la valeur exacte de cette erreur^ mais elle présente la 
diiSciilté de l'intégration , et Ton ne peut généralement se 
proposer que delà renfermer entre deux limites connues. 

Dijférentiation et intégration sous le signe f. 

267. Nous avons fait connaître , au commencement de 
ce Cours, les règles pour différentier les fonctions expli- 
cites, ainsi que celles qui sont liées entre elles et avec la 
variable principale par des équations dont les deux mem*- 
bres sont des fonctions explicites. Nous allons considérer 
une autre espèce de fonction et donner le moyen de la 
différentier. 

Soit la fonction u= j F(z^x)dz que Von se pro- 

pose de différentier par rapport à jc^ les limites Tq, Z, 
pouvant être des fonctions quelconques de x. 

On aura, en considérant cette intégrale comme une# 
fonction composée de Zo ? Z , x, qui sont toutes des fonc- 
tions de jr, 

du / du Wao / du\dZ / du \ 

dx \dz^] dx \dZJdx \^V 

Or on a d'abord 

Quant au troisième terme —t qui est relatif à la sup- 
position de z^ et Z constants , il est la limite de 

Jr»Z /»Z 

F(«, .r-h//)r/2-- / F(z, x)dz 
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OU de 



x: 



— — aZy 



et a pour valeur 

'^rfF(«, x) 



dx 

Donc 



x: 



dz. 






dz^ 
dx 



£ 



dx 



On parviendrait très-simplement à la même formule , 
en considérant l'intégrale définie comme représentant 
l'aire d'une courbe. 

Si les limites sont constantes, c'est-à-dire indépen- 
dantes de x^ on a 



dx 



/ F(ZfX)dz=l ^— ^ — i-dz; 



on voit qu^alors les deux opérations de dilTérentiatiou et 
d'intégration peuvent se faire dans un ordre quelconque. 
268. Si la fonction de x était une intégrale indéfinie 
par rapport à z, on la mettrait sous la forme 






x)dz -f-C, 



(] étant une fonction quelconque de x\ d'où 

du r^d¥(z,,r), dC 
— dz -A r-' 






dx /_ dx . dx 

On peut donc faire, dans un ordre quelconque, les 
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deux opérations sur F (^ , x) , pourvu que les constantes 
relatives aux deux intégrations soient liées par la condi- 
tion, que la seconde soit la dérivée de la première par 
rapport à x, 

269. Si au lieu de difierentîer / F(^, x)dz^ on avait 

à l'intégrer par rapport à x entre les limites J^oi X5 z^ 
et Z étant supposées indépendantes de a:, on observerait, 
d'après ce qui précède, que, quel que soit z, 

I dx j F(z, a:)dz, et j dz I F(«, x)dx 

ont la même dérivée par rapport à j? -, et comme elles de- 
viennent nulles toutes deux pour a: = Xo , elles sont aussi 
égales quel que soit x. L'ordre des deux opérations est 
donc encore indifférent. Tout cela suppose que la fonc- 
tion F (-3, x) ne devient ni infinie ni indéterminée^ pour 
aucune valeur de x et z comprise entre les limites : si 
cela arrivait, il faudrait un examen particulier dont nous 
nous occuperons tout à F heure. 

270. Si les deux intégrales étaient indéfinies, la pre- 
mière serait 



Je, 



z 

F(2, x)dz-h(f{x}; 



en l'intégrant, on trouverait 



J/*X /*Z /»x 

I dx j F{z, a:)dz-hfiz)-h I (f{x)da:, 
X„ t/5, Jx, 



ce qu'on peut mettre sous la forme 



J/%X /»« 



^)^i-h/(z)'hfi{x), 



et Ton trouverait un résultat identique en intégrant eu 
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ordre inverse-, les fonctionsyeiyi pouvant toujours être 
regardées comme les mêmes dans les deux cas, puis- 
qu'elles sont entièrement arbitraires. 

271 . Intégrales définies singulières. — M. Cauchy a 
désigné sous ce nom, des intégrales prises entre des li- 
mites qui se rapprochent indéfiniment d'une valeur parti- 
culière de la variable, qui rend la fonction infinie. 

Par exemple, si Ton suppose F (a) infinie, l'intégrale 

i 

J/»rt — fis 
f F (x) dx sera une intégrale définie singulière , si 

a — e 

£ tend vers zéro, [l étant un nombre fini quelconque. 
On peut mettre la fonction diiTérentielle sous la forme 

[x — a) Y [x) \ et si Ton désigne par g une valeur 

moyenne entre a — s et a — fxe , l'intégrale sera égale à 

\ — -, ou (5~«)F(?)Ip. 

Si (^ — a) F (Ç) a une limite dilïérente de zéro quand Ç 
tend v^rs a , l'intégrale définie singulière aura une valeur 
déterminée en même temps que [t.. Nous allons voir à 
quoi cette considération peut être utile dans la détermi- 
nation des intégrales définies. 

272. Cas où la fonction sous le signe f passe par 
r infini. — Si une valeur x=^a rend F' (x) infinie, et se 

trouve comprise dans les limites de l'intégrée f F [x) dx^ 

Ja. 

Jna — s /»y3 

' F(x)dx^fmsj F(x)dx'^ 

on les ajoutera , puis on fera tendre e vers zéro : la limite 
est ce que M. Cauchy nomme la valeur principale de 
l'intégrale. On pourra avoir une valeur différente si l'on 
cherche la limite de la somme des deux intégrales sui- 



^ 
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vantes : 



J fa — fis /%y3 

6 tendant toujours vers zéro, et les nombres |:x, v étant 
différents \ car il y aurait, de plus, les deux intégrales 

J fa — fis /»«-*-€ 

r{x)dj:, et 1 F(x)dx. 

a — e Ja-+-ve 



n arrivera 

»6 



Et si leur somme ne tend pas vers zéro avec e , on aura 
une valeur différente de la première, que nous avons 
nommée valeur principale ^ mais il est évident que cela 

jamais lorsque les intégrales / F(x)dz^ 
1 F ( x) dx seront finies. Or les deux dernières intégrales 

Ja 

définies singulières ont pour limite de leur somme Kl -9 

K étant la limite de (x — a) F (x) quand x tend vers a , 
et supposée de même signe quand x est <^ a , ou ]> a 
(le cas contraire n'offre, au reste, rien d'embarrassant). 

Si donc K n'est pas nul , l'intégrale / F (a:) dx est indé- 

terminée^ mais sa valeur principale est déterminée, soit 
finie , soit infinie. 

Si K est nul , on ne peut pas dire que Kl - soit néces- 



sairement nul, puisque 1 - peut être infini. 

Par exemple , si v = € , 1 *- est infini , et la seconde in- 



V 



I Y[^x)dx> 

Ainsi , I -_ =1 ( I -f- — 1 5 et SI V = e , on a 1 2. 
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-p^ on a -pi V, ou 

V^I 1 V, ^ étant un intermédiaire entre e et vs; de sorte 
que Ç = Kve et K > i : par là v^f 1 v devient v^Kfi v'v 1 . v. 

Mais on sait que ^vl v est nul pour v = o ; donc f -— 

Je V^ 

est nul , comme d'ailleurs on l'aurait vu en effectuant l'in- 
tégration. 

273. Si Ton suppose une des limites inGnie, on aura 

I 

à considérer l'intégrale I F (x) dx ; et pour que l'inlé- 

grale proposée soit finie, il faudra que celle-ci tende vers 
zéro avec e, quelque petit que soit fx: il faudra donc que 

F ( = — ) 1 /x tende vers zéro quel que soit fx , K 

étant ]>• I . 

Soit F (a:) = -r— ;j — -—-\ P (^ — ) pourra être remplacé 

par - (Kfxe)""'", et il faudra que (xe"*"*"* l fi tende vers 

A. 

zéro, ce qui exige n ]>• m -h i ; et cela est suffisant. 

On pourra ainsi , au moyen des intégrales définies sin- 
gulières, reconnaître si les intégrales cherchées devien- 
nent infinies ou indéterminées quand une valeur de x 
rend la fonction donnée infinie, ou quand une des limites 
est infinie. 

274. On peut encore reconnaître si une intégrale est 
finie , lorsque sa dérivée devient infinie pour une valeur 
particulière de ^, en la comparant à une autre plus 
simple, pour laquelle il n'y ait pas d'incertitude, et telle 
que les deux dérivées aient un rapport fini pour cette 
valeur particulière : les deux intégrales seront en mt^me 



PEEMIÈRE PABTIK. 



273 



temps finies ou infimes. Par exemple l p» 

— seront dans ce cas. Le rapport des dérivées, 

e'-Hx", devient i pour x = o : or la seconde est finie si 
m < 1 , et infinie si /n = i , ou w > i -, il en est donc de 
même de la première.. 

275. application des principes précédents à la re-. 
cherche d'intégrales définies, — En partant d'intégrales 
définies connues, et les différentiant ou intégrant par 
rapport à une constante , on obtient la valeur de nouvelles 
intégrales. 

Ainsi 



X 



dûc Tt a 



=z — a 



x^ -\- a a 
diftérentiant n fois par rapport à a, on obtient 






Qo i.2.3.. .n _ 1.3.5. . .(a/z — i) 
d'où 



X^ ^^ 1.3.5. ..(2/2 l) TT 

(a:'-f-fl)-+' """ 2.4.6... ^ ï 



la 



n-h- 
•i 



276. Si Ton considère cette autre intégrale, 



X 



a 



et qu'on différentie n — i fois par rapport à a , on ob- 
tient 



X 



1 .2.3. . .(« — i) 



o " 



2« édit. ,8 
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Si l'on désigne, en général, par T {p) Tintégrale 



X 



oo 

o 



quelque valeur positive qu*ait p^ on aura , pour toute va- 
leur entière et positive de celte constante , 

T(p) = 1.2.3. . .(/? — i), 

et, pour toute valeur positive de p, 



X 



aP 



e'"dx= hC, 

on obtient cette intégrale indéfinie , 



X 



e" 






277. Si Ton part de l'intégrale i x"" dx = — î — et 

qu'on intègre ses deux membres par rapport à m entre 
deux valeurs /x et v, on obtient 



X 



— da? =r 1 

\x V H- I 



et l'on ne saurait donner l'expression de l'intégrale in- 
définie. 

278. Si l'on intègre par rapport à a, entre deux 
limites quelconques h et c, les deux memlires de l'é^ 
quation 



X 



a 



\ 
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on obtient 

\ " ^=1t* 

Si l'on part de 



X 



00 



n'-f-a 

on obtient dç même 



X 



cos ouro^a? = - 1 



Q X 1 h'^J^OL 



279. De même ^éq^atio^ 



X 






-> ■ I 



donne 

I sÎQ oxrfx = arc tang arc tang -• 

• Sî , dans cette dernière formule , on fait & = o , c = oo , 
on obtient la suivante , qui est souvent utile : 

JC^ sin cnxdx tt /• f«> «in ûut , 
I =-9 OU / ^€w: = 7r. 
o ^ ^ •/-« ^ 

Autres procédés pour la détermination d'intégrales 

définies, 

280. On ramène quelquefois une intégrale définie 
simple à une intégrale définie double , parce que l'indé- 
pendance des deux variables peut conduire à des simpli- 

' e~'*dx. Elle est identique 

.0 

i8. 
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»Q0 

avec 



C'^^dy, Si on les multiplie, on aura le carré de 
o • 

l'expression cherchée. Or on peut considérer le produit 
I e'~'*dx j C'^^dy^ comme obtenu en multipliant 

o Jo 

chaque élément e"'*^ de la première par la seconde; 
et , dans cette dernière , on peut poser y = xt^ x res- 
tant constamment le même que dans l'élément e""'' dx. 
Rien ne sera changé par là , quoique x^s'introduisè dans 

' jre""'*'* Jt. Si Ton 
o 

pouvait former cette dernière expression en a:, en la mul- 
tipliant par e""*da:, on aurait un élément qui, int^ré 
entre o et oo , donnerait identiquement le produit des 
deux intégrales. Mais dans cette intégration, par rapport 
à f , le facteur constant e^'*dx peut être introduit sous 
le signe /, et Ton voit qu'on aura à intégrer l'expression 
e ~'' xe ~'''' dxiit , ou xe "*' ( '■^•'' ) dxdt , 

d'abord par rapport à t , puis par rapport à o:, ces deux 
variables étant indépendantes. 

Or on sait que ces deux intégrations peuvent se faire 
dans un ordre inverse , sans que le résultat soit changé ] 
et, de cette manière, l'opération pourra s'effectuer. 

En effet, 

Donc _ 

/ e^'*dx=:—^ ou / e-'* dx =z ^ir; 

d'où , changeant x en mx. 



X 



g-m^'*dx=: — . 

- oo 



-— v^^ 
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281 . Cette intégrale importante peut encore s'obtenir 
par le procédé suivant qui se trouve dans la Mécanique 
de 'Poisson. 

' I g-* ' -j^ dydx repré- 

O t/0 

sente le quart du volume du solide compris entre le plan 
XY et la surface.dont Téquation est z = e"'*"-^', et qui 
est engendrée par la révolution de la courbe dont Féqua- 
tion est z = e~'', autour de Taxe des z. Or, si l'on dé- 
compose ce volume au moyen de surfaces cylindriques 
infiniment voisines, et de révolution autour de l'axe des z , 
Texpression du volume compris entre les deux surfaces 
dont les rayons sont Xy et x-i-dx^ sera. aTrjre""'^^ 
son intégrale est — 7re""'', et l'on aura le volume entier du 
solide, en la prenant entre les limites o et oo , ce qui 
donne tt. Si l'on en prend le quart, puis la racine carrée, 
on aura 



et, par suite, 



X 



2 



oo 



C"'' dx =:^ sjiv. 



282. Le passage des quanti téis réelles aux quantités 
imaginaires, fait avec la rigueur convenable, peut encore 
conduire à la détermination de nouvelles intégrales. En 
effet, on tire de la formule précédente, en changeant x 
en a: H- a , 



fiT^ r** <?-(^+«)*rfa:±= e-«' j 



oo 



= ^-*' r^^-*'(f?"'^^ + e-2«'')./^'; 



ou 

r»QO 






278 COURS t/AMALYSK. 

Posons a =^ a \/-^ 1 ; il vient , en observant que 



y» 00 

"^*yïr = 2 I é?"''c08 2tfjF<ir, 



d'où 



X 



— v^ 



2 



ou , en changeant x en mx et am en ai , 



X 



00 



6' "•' *' ces o.nxdx = — " ^ 



e 
2#lt 



La substitution de a y' — i à a n'a pas altéré Téquation, 
parce que les deux membres pouvaient être développés 
en séries convergentes par rapport à a , et que , par consé- 
quent, les coefficients des mêmes puissances de a étaient 
nécessairement les mêmes de part et d'autre. Or, comme 
iU ne changent pas , quelque expression que l'on substitue 
à a , l'identité a toujours lieu 5 et c'est pour cela qu'en 

lui subsituant as] — i , elle existe encore. 

283. En partant des valeurs de deux intégrales définies 
que nous avons données précédemment, on peut parvenir 
à l'expression donnée par- Wallis , du rapport de la cir- 
conférence au diamètre. 

Ces deux formules sont 

Jr^ x^^^'dx __ 2.4.6. ..2A 
o yji—x^ """ 3.5.7.. .(2A- 4- i)' 



X 



I 



X^^dx 1.3... (2^ I ) TT 



Lorsque k croît indéfiniment, elles tendent toutes les 
deux vers zéro , comme on peut s'en assurer en renversant 
les fractions, qui deviennent évidemment infinies avec h-^ 
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car la première devient ainsi 

(•+î)('-^?)('-^g)-('>i)' 

j . III I . . . 

et ce produit surpasse — ^"7'+"S"*~'*'"*~"T' ^^^ ^^^^^ ^^^ 

définiment avec A. Il en serait de même pour la seconde. 
Mais le rapport de ces intégrales a pour limite l'unité. 

En eiFet, si Ton considère deux valeurs consécutives 
de Xr, les valeurs correspondantes de Tune quelconque 
des deux intégrales ont un rapport qui tend indéfiniment 
vers l'unité, à mesure que k augmente. Or, si Ton prend 
l'exposant de x dans l'autre intégrale , compris entre les 
deux valeurs de l'exposant de la première , il est clair que 
la valeur de la seconde intégrale sera comprise entre les 
deux consécutives de la première , et que son rapport avec 
chacune d'elles tendra vers l'unité, comme le rapport 
qu'elles ont l'une avec l'autre. 

On peut encore s'çn assurer par la considération sui- 
vante, dont on trouve de fréquentes applications. 

Lorsque k est très-grand , le numérateur est sensible- 
ment nul , tant que x n'est pas très-voisin de l'unité ; le 
dénominateur restant alors fini , la partie de l'intégrale 
prise depuis zéro jusqu'à une valeur i — a^ a étant une 
quantité fixe aussi petite que l'on voudra , est très-petite 
par rapport au reste de l'intégrale^ et le rapport de ces 
deux parties tend vers zéro en même temps que k aug- 
mente, a restant constant (*). Pour comparer les deux 

(*) On a , en eflfet , 

X'-"« x»dx _ (l>-a)''^^' I 

fi éUnt compris entre o et i — a, et y entre 1 — a et i; d'où il ré- 
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intégrales en question , lorsque k augmente indéfiniment , 
il suffit donc de prendre le rapport des parties de ces inté- 
grales relatives aux limites i — a et i , puis de supposer 
que a diminue de plus en plus. Or le rapport des diffé- 
rentielles est Xy et, par conséquent, le rapport des par- 
ties que nous considérons des intégrales est une moyenne 
entre les valeurs extrêmes de x, qui sont i — a et i. Ce 
rapport a donc pour limite i ^ et il en est de même du 
rapport des intégrales entières , puisqu^on n'en a négligé 
qu'une partie infiniment petite par rapport à elles-mêmes. 
On a donc 



IV 3.3.5.5. . .(2X- — i)(2^ — i)(2A--hi) 

2 2.2.4 4- 6*6 2/*.2/t ~ * 



d' 



ou 



4 3.3.5.5.7.7.9... 

Il est facile de voir que Ton aura un résultat trop faible 
ou trop fort , suivant que Ton prendra un nombre impair 
ou un nombre pair de facteurs aux deux termes de cette 
fraction. 

Nous parlerons plus tard d'une méthode générale , qui 
consiste à ramener la détermination des intégrales dé- 
finies à l'intégration d'équations diflérentielles relatives 
aux constantes qui se trouvent sous le signe de l'inté- 
gration. 



suite 



I » 

> 



Le rapport de la seconde intégrale à la première est donc plus grand 
que 

i 

Il crôil doue innuimeut avec n , quelque petit que soit a. 
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Intégration des différentielles qui renferment plusieurs 

variables indépendantes. 

• 

284. Nous n'avons considéré jusqu'ici que les différen- 
tielles qui ne renferment qu'une seule variable et qui sont, 
par conséquent, de la forme ¥[x)dx\ nous allons exa- 
miner maintenant celles qui renferment plusieurs variables 
indépendantes, et nous proposer de déterminer, s'il est 
possible , la fonction de ces variables qui a pour différen- 
tielle totale l'expression donnée. 

Considérons d'abord deux variables x, y^ et soit pro- 
posé d'intégrer l'expression 

dans laquelle on a 

On observera d'abord qu'il n'existe pas toujours une 

fonction de x et y dont elle soit la différentielle : car, si 

l'on désigne par u une pareille fonction, on devra avoir 

Ti/r du T^T du d'^u d'^u .1 /. T 

M = -7-9 JM = -;-; et comme -7—7- = -7—7-? il faudra 

ax dy axdy dydx 

qu'on ail — = — • Si donc les fonctions M , N ne satis- 

font pas à cette identité, il n'existera aucune fonction 
de a: et j^ qui ait pour différentielle l'expression donnée. 
Mais nous allons voir que , si cette condition est remplie , 
la fonction cherchée existe nécessairement, et que sa dé- 
termination se ramène toujours à des quadratures. 

On remarquera d'abord que cette fonction, devant avoir 
M pour dérivée partielle par rapport à x, doit être ren- 
fermée dans l'intégrale indéfinie de M<& par rapport à x, 
y étant considérée comme une constante. Elle est donc 



Jx. ^r dy L dx 
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comprise dans Texpression / Mdx -h V, V étant une 

fonction arbitraire àe y. 

Il reste à déterminer cette fonction de manière que la 
dérivée partielle par rapport ky soit N. Or cette dérivée 
est 

dN 

OU enfin 

dV 

Il est donc nécessaire et suffisant que Ton ait 

dM ' C^ 

4'('^o,r) = o, ou y^ h ^Ji:o,x)djr-hC, 

* 
Il existe donc nécessairement une fonction de x et y, dont 
Texpression donnée est la différentielle^ et la valeur la 
plus générale de cette fonction u est 

à= j <f(xy x)dx-h I iK^«, r)^r-»-c, 

C étant une constante arbitraire. 

S85. U n^y a pas plus de difficulté dans le cas où le 
nombre des variables indépendantes est plus grand. Soit, 
par exemple , 

Mé/x -h NflÇr -+- P^« 
et 

U faudra d'abord que M , N, P satisfassent aux conditions 
indispensables 

rfM_^ //M_£P ç[N_flfP 
dy dx dz dx dz df 



r 



dz 
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Cela étant, la fonction cherchée sera nécessairement com- 

prise dans la formule 1 Mûfo: -f- V, V étant une fonction 

arbitraire de j^ et z , qu'il faut déterminer par la condi- 
tion, que les dérivées partielles de l'expression précédente, 
par rapport à j et z , soient respectivement N et P. 
On aura donc 

^ Ç'dVL dV r'^N, ^V ^, , , , d\ 

Jx, ^y dy J^^ dx dy ^^ ''^' ^ dy 

Il est donc nécessaire et suffisant que la fonction V satis- 
fasse aux deux conditions 

dy dy 

ce qui rentre dans la question précédente. On aura donc 
V=:/ ^(^cfX,z)dy-i-fx{^oyXo,z)dz'^C. 

* 

La fonction dont la différentielle est Texpression don- 
née , existe donc lorsque les trois conditions ci^dessus ont 
lieu; et, si on la désigne par Uy on aura 

C étant une constante arbitraire. 

Il est facile de voir que le cas de m variables se ra- 
mène de la même manière au cas de m — i , pourvu que 
les coefficients satisfassent aux conditions qui expriment 
que les coefficients différentiels du second ordre de la 
fonction cherchée, pris de toutes les manières possibles 
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par rapport à deux variables diflerenles , sont indëpen- 
dauts de Tordre des difierentiations. Donc le problème 
est toujours possible lorsque ces conditions sont remplies, 
et il est toujours ramené à de simples quadratures. 

APPLICATIONS GÉOMtTBIQUES DU CALCUL INTÉGRAL. 

286. Les méthodes exposées jusqu'ici ont pour objet 
de faire connaître une fonction , quand on a l'expression 
de sa différentielle ou de sa dérivée. On aura donc ramené 
immédiatement à ces méthodes la résolution dé toute 
question où il s'agira de déterminer une fonction d'une 
seule variable, lorsque l'on aura pu parvenir à connaître 
l'expression générale de sa différentielle. Or cette expres- 
sion est beaucoup plus facile à déterminer que celle de 
la fonction elle-même ; car, en vertu du principe fonda- 
mental que nous avons démontré dans le Calcul différen- 
tiel, on peut négliger toute quantité infiniment petite 
par rapport à la différentielle que Ton veut calculer, et 
il n'en résulte aucune erreur soit dans la dérivée qui est 
la limite d'un rapport, soit dans F intégrale qui peut être 
considérée comme la limite d'une somme d'infiniment 
petits. Par ce moyen, on peut se débarrasser de la partie 
des accroissements des fonctions qui rend leur expres- 
sion aussi difficile à former que celle des fonctions 
même^ et il suffit toujours de s'assurer que la partie qu'on 
néglige est infiniment petite par rapport à la différen- 
tielle, ou à l'accroissement lui-même. Dans ce peu de 
mots se trouve renfermée toute la métaphysique du cal- 
cul infinitésimal. Elle est, comme on le voit, bien simple 
et bien élémentaire, et toutes les théories que nous 
allons exposer offriront la reproduction constante de cette 
idée générale. 
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Quadrature des surfaces planes. 

287 . L'aire comprise entre les deux ordonnées MP, NQ 
(fis- ^7)5 ^^^^^ ^^ courbe MN et Taxe des x est une 
fonction de Fabscisse extrême AQ == x dont l'accrois- 
sement relatif à l'accroissement QS de x est la figure 
NRSQ. 

L'aire de cette figure serait aussi difficile à calculer que 
MNQP, puisque la difficulté provient de la partie curvi- 
ligne du périmètre. 

Mais , si l'on mène par le point N une parallèle NK a 
l'axe des x, la partie NRK de la figure pourra être sup- 
primée comme étant infiniment petite par rapport à 
NRSQ. En effet, si l'on mène RN' parallèle à QS, 
NN'RK sera plus grand que NRK, et son rapport avec 
N'KSQ, qui est plus petit que NRSQ, tend vers zéro à 
mesure que QS diminue, puisque ce rapport est le même 
que celui de NN' à NQ. Par ce moyen , on a donc débar- 
rassé l'accroissement de l'aire, de la partie qui en rendait 
le calcul difficile 5 et la limite de son rapport à l'accroisse- 
ment de l'abscisse n'est nullement altérée. Le calcul de 
cette limite , ou de la dérivée de l'aire , est donc deveiiu 
plus simple, sans rien perdre de sa rigueur. 

Si les axes des coordonnées sont rectangulaires, la 
figure NKSQ est égale à NQ x QS, et la limite de son 
rapport avec QS est NQ ou j, La dérivée de l'aire est 
doncj^, et sa différentielle j^ûfjc. 

Si les axes font entre eux un angle 9 , l'expression de 
la différentielle sera y sinOdx. 

L'aire comprise entre les deux ordonnées relatives aux 
abscisses j?o et x peut donc être représentée , dans le pre- 



mier cas 



, par I fdXj et, dans le second, par sinô l jdx. 
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L'équation de la courbe donne y en fonction de a?, et la 
quadrature de la surface en question est ramenée à uùe 
intégration. C'est pour cela que l'on désigne souvent par 
le mot quadrature l'opération du calcul intégral par la- 
quelle on remonte de la différentielle d*une fonction à 
une seule variable, à cette fonction même. 

Si Taire à calculer était comprise entre deux ordon- 
nées et deux arcs de courbe, l'expression de sa diffé- 
rentielle serait (Y — y) dx^ en désignant par Y el y les 
fonctions de x qui représentent l'ordonnée de chacune 
des deux courbes. Si la nature de Tune ou de Tautre de 
ces courbes changeait dans Tintervalle compris entre les 
limites , il faudrait partager cet intervalle en plusieurs 
autres , dont les limites seraient les diverses valeurs de x 
où s^opéraient ces changements. 

Si la courbe est donnée par une équation entre des 
coordonnées polaires Q et r, l'aire que l'on cherche à 
évaluer est celle de la figure comprise entre deux rayons 
vecteurs et l'arc de la courbe. Sa différentielle est, commie 

nous l'avons déjà vu , r* — Donc l'aire comprise entre les 

deux rayons correspondants aux angles 60 9 ^ aura pour 

expression^ I r^dB^ r désignant la fonction de 6 tirée 

de l'équation de la courbe. 

Si la surface à évaluer était comprise entre deux 
rayons vecteurs et deux courbes, sa différentielle serait 

^ —dO^ r et r' désignant les rayons vecteurs des 

deux courbes, relatifs à une même valeur de 9^ l'aire cher- 



ret r' 



chée serait donc exprimée par j i (r* — r^*) dO 

Je. 

étant des fonctions connues de 6 , déduites des équations 
des deux courbes. 
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288. Paraboles, — Çroposons-nous d'abord de cal- 
culer Taire des paraboles renfermées dans l'équation gé- 
nérale 

m et n étant positifs \ on aura 



n 

I n I r-Hi 



Çfdx^p"' rx"'dx=zp"'^ — hc. 



Si Ton prend l'aire à partir de x == o , on aura C = o , et 
l'aire terminée à l'ordonnée relative à une valeur quel- 
conque de X aura pour expression 



I n 
mp^x^ mxy 



m "{- n m -f- fi 

La partie du rectangle xy qui reste , après avoir retran- 

ché celle-ci, est — =^^; donc l'arc de la courbe divise le 

rectangle ocy dans le rapport constant de m * n. 

Réciproquement, la courbe qui jouirait de cette pro- 
priété ne saurait avoir une équation d'une autre forme 
que la proposée. En effet , si l'on désigne par j l'ordonnée 
inconnue de cette courbe, on devra avoir 

fydx : xy — fydx :: m : n, d*où (m H- n)fydx = mxy, 

ef, en différentiant , 

mdy ndx 
nydx = mxdy, d ou -■^— = *, 

y X 

par suite, 

m 1 ^ = 71 1 a? -f- 1 C , 

en désignant par 1 C une constante arbitraire. Cette der- 
nière équation donne j*"* = Cjc"; en donnant toutes les 
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valeurs possibles à la constante C, on aura toutes les 
courbes qui jouissent de la propriété demandée. 

289. Hyperboles. — Considérons maintenant l'équa- 
tion générale y'^x" = a des hyperboles qui ont pour 
asymptotes les axes des coordonnées \ on aura 



I n 

hl 

iw _ m 



Çydx — a'^Çx ^dx^"*—^ hC. 



Soit d'abord /i <^ m , et supposons que l'aire commence 
à l'axe des y\ on aura C = o, et l'aire aura pour ex- 
pression 



I n 

— h I 

ma"*x "' mxY 

f ou 



m — n m — n 



On voit que sa valeur est finie, quoiqu'elle s'étende in- 
définiment dans le sens des /, puisque l'axe des y* est 
asymptote de la courbe. Cette valeur est plus grande 
que le rectangle xy\ si l'on retranche ce rectangle, il 

reste —'i et les deux aires sont encore dans le rapport 

m — n ^^ 

constant de m I n. 

Réciproquement, en partant de cette propriété, on re- 
trouvera une équation de même forme que la proposée. 
En effet , on aura 

Jydx : Jydx — xy \\ m\n^ d'où {m — n)Jydx = mxy^ 

et, par suite, 

— nydx •==. mxdy\ 

donc 

mdy _ nd^ mW— »l^_i_ïr 

y X 

C étant une constante arbitraire. On en déduit immédia- 
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lement j^'" = Cjc""" ou j'":c" = C, équation de même 
forme que la proposée. 

I n 

-hi 

L'àire devient infinie avec x. 

m — n 

Ainsi Taire comptée à partir d'une ordonnée arbi- 
traire, et prolongée indéfiniment vers Tune des deux 
asymptotes , est finie ou infinie , suivant que la coordonnée 
comptée sur cette asymptote a le plus grand ou le plus 
petit exposant dans l'équation. 

Si Ton avait tz > w , on arriverait à la même conclu- 
sion. Si l'on avait m = n, l'équation serait de la forme 
xy = p*^ et repfésenterait une hyperbole équilatère, 
puisque les axes sont rectangulaires. On aurait alors 

Si Ton voulait que Taire commençât à Taxe des^, la 
constante C serait infinie; ce qui fait voir que Taire 
comprise entre une ordonnée quelconque et Taxe des y 
est infinie. 

Si on la fait commencer à T abscisse Xq , on aura 

et I aire aura pour expression 

Si Ton suppose Xn=p^ Taire commencera à Tordonnée 
menée par le sommet de l'hyperbole 5 et , si Ton prend p 
pour unité , son expression sera 1 x. C'est cette propriété 
qui a fait donner aux logarithmes népériens le nom de 
logarithmes hyperboliques, 

2* édit. ig 



200. i^/Zi^jr. — Soit réqnatkm de 1 dlipse 



on ftim 



^ / 



Or, en int^ant par parties, aa trouve 

/aLrJn» — j:' = j?V«» — x»-t- / , ^ 
Mai» 

en substituant, il vient 
j dr^ a^ — a?' = ;r^éi' — :r'-|-/i'arcsin j dx\'a* — x*. 

Réunissant les deux intégrales, que l'on supposera prises 
i partir de la même limite, et ajoutant une constante 
arbitraire, il vient, en divisant par a, ptûs multipliant 
b 



par-, 



- idxsj a^'-x^^ 



bx^a^ — x' ab , x ^ 

— 1 arc sm - -h C. 

la 2 a 



Si Ton veut que Taire commence à Taxe des j^, on aura 

C = o. Si Ton fait ensuite a: = a, on aura —r- pour la 

valeur du quart de T ellipse. L'aire de Fellipse entière est 
donc Tiab \ elle devient Tta*, si b z=xa. 

Le terme — étant équivalent a -^ mesure le 

triangle dont les côtés sont x et y; par conséquent , le 
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terme — arc sin - mesure le reste de Taire , c'est-à-dire le 

secteur formé par Taxe des y^ l'arc de Tellipse et le rayon 
mené du centre à l'extrémité de cet arc. 

291. Hyperbole, — Soit maintenant l'équation de 
l'hyperbole 

h . 

«'r* — è*jF'= — «'ô% ou Y^=-slx^ — «s 



on aura 



I ydx == — Idx ^ x^ — a^. 



Et, si Ton suit la même marche que pour Tellipse^ on 
trouvera 



f' 



' , bx J x^ — û' ab./ I V 

ydx=z "^ IC^^-hV X' — aO^-C; 



•2a 2 



si l'on veut faire commencer l'aire au sommet, son ex- 
pression devra être nulle pout» x = a , d'où C = — \a^ et 
Paire aura pour valeur 

bxJ x^ — a^ ab,x-\-'Jx^ — a' 



2ta n a 



Le premier terme étant égal à — ? on en conclut que 

ab ^ x-^Jx^ — a^ 17 • 1 . 

— 1 1 est 1 expression du secteur compris 

entre l'axe trans verse, l'arc de l'hyperbole et le rayou 
mené du centre à l'extrémité de cet arc. 

292. Çycloïde. — Considérons maintenant la cycloïde 
rapportée à son sommet^ (fiS* ^^)'^ ^^^ équation diffé- 
rentieUe sera 



v/; 



'9 



ami coums n axaltse. 

aa étant le diamètre AB du rercle générateur. L'aire AMP 

a pour expression 

o «/o 

elle est donc identique avec Taire AQN relativement au 
cercle générateur. 

L'aire totale ADK est donc égale à la moitié de ceUe 
du cercle , ainsi que Taire symétrique CHA ; et ^ comme le 
rectangle CHKDC est égal à 4^«') Taire CADC sera égale 
à 3na*^ ou au triple du cercle générateur. 

Quant à l'expression de T intégrale 



/• 



djr ^ !iax — x^y 



on observera qu'elle est identique avec 



/" 



elle rentre donc dans celle que nous avons calculée dans 
le cas de Tellipse , en y changeant x en y — a. Ainsi Ton 
aura 



/ 



dxsl^ax—x=^-^ -^ — '^ — h— arcsin*^^ hC 



2 a 

Si Ton prend l'intégrale à partir de j^ = o, on aura 

et, si Ton prend pour seconde limite j = 2a, la valeur de 
Taire sera 

7 

2 

comme nous l'avions déjà reconnu. 
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293. Spirale logarithmique, — L'équation de cette 

courbe est, en coordonnées polaires, P=Ae''^5 Taire 
comprise entre deux rayons vecteurs correspondants aux 
angles do et aura donc pour expression 



A' 

OU 






r' — rl 



4a 

en désignant par /q et /* les valeurs extrêmes du rayon 
vecteur. 

Si l'on part de /'o = o , c'est-à-dire si Ton cherche la 
limite de l'aire comprise entre le rayon fixe r et un autre 
rayon dont l'extrémité tend vers le pôle, tandis que sa 
direction tourne indéfiniment autour de ce point asymp- 

tote, on trouvera simplement j-« Cette aire croit donc 

comme le carré du rayon vecteur. 

Rectification des. courbes. 

294. Nous avons démontré , dans le Calcul différentiel ,' 
que la différentielle d'un arc de courbe plane ou à double 

courbure est , dans le premier cas , ^dx ' -}- ^jf^ ', et , dans 

le second, \/dx* -h rf^* "♦" ^^*9 ^^ supposant les axes rec- 
tangulaires. Lorsque les axes font entre eux des angles 
quelconques, on sait quels termes il faut ajouter sous le 
radical ^ mais on suppose ordinairement ces angles droits. 
L'arc dont les extrémités correspondent aux abscisses Xq 
et X aura donc pour expression, dans le premier cas. 



x: 



y/ri.t'-^djr 



2g^ coua& dVkalyse. 

et, dans le second, 



I 



^dx^-hdy^-hrlz^- 



Si la courbe plane était rapportée à des coordonnées 
polaires , nous avons vu que la différentielle de sa lon- 
gueur aurait pour expression 

et sa longueur serait, par conséquent, exprimée par 

*e 

Qq et 9 étant des valeurs extrêmes de l'angle 6. 

295. Parabole. — Soit d'abord la parabole ayant pour 
équation 

jr^ = 2px y d'où jr^X ^^ P^'^ > ^^ ^= *--^^ ' 

P 

on aura 



/ 

Je. 



\/dx^-hdx^ = dri/ 1 -+-—,' 



La longueur de l'arc dont les extrémités correspondent 
a y Q et Y aura donc pour expression 



r •/y 1^ 

Si Ton veut faire commencer Tare au sommet , on aura 
et Fexpression de cet arc sera 

y^r'-hp' ^ p , (y-f h'-^p') 

ip 2. p 

29&. Ellipse, — L'équation de Tellipse 



295 
donne 
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V ^ — * 

en désignant v/fl' — i* par ae. 

L'abscisse a: étant toujours moindre que a , on peut 
poser 

j? = a sin 7, 
d'où 

dx=. a cosf^f , rfj = atfy ^ i — ^' sin'^. 

Pour intégrer cette expresâion , on développera le radical 
en série, ce qui est permis, puisque le second terme est 
plus petit que le premier. On aura ainsi 

I— c'8in*j?)*= I— -ic*sin*y 7C*8in*y— .. 7-^^ tfi»'»8in»"»p— . .., 

et, par suite, 

Cette série sera d^autant plus convergente que l'excentri- 
cité e sera plus petite. Si Ton intègre à partir de y ^= o , 
on aura 

/'. . co9ç> r . am — I . ,„ , (am — i)(2m — 3). ..3 . T 

^ ^ a»i L '^ am ^ (oui— 2) (om— 4)«'2 J 

(am — i).. .3.1 
2m. ..4.2 '^^ 



et, si Ton prend pour seconde limite (}) = -) 6n aura pour 
l'expression du quart du périmètre de l'ellipse , 

a L \^ / ^2 4 / 5\a.46 / am— i \ a.4...am / J 

Si e =^ o , l'ellipse dieyi^ut \e cercle dont le rayon est a , 
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et Tcxpressiou précédente se réduit à — j qui est, en 

effet, le quart de la circonférence. 

297. Hyperbole. — L'équation de l'hyperbole 

donne 



dx 



== — -, dszrz s^dx-'-^dy^ = dx\ —- 



en posant 

sj a"^ -f- 6' z=zae. 

Les valeurs de x étant toujours plus grandes que a , on 

posera x = ? et i on aura 

* cosy 



ds = ae 

cos 



Là/, _^ 



— ^. ^1^ 4 /. ^^*> 






s = ae 



Si Ton développe en série le radical , et qu'on intègre h 
partir de y = o qui correspond à a: == a, on aura 

X? dç r i cos'y ncos*y _ i.i.3... (am— 3) coB»"'y -1 

d'où 

tango ^ / dfl'-y — r^-^—r? — r^H-.-H r^ • —^ -i-i-...I. 

Lorsque a: croît indéfiniment, 9 tend vers -, et 5 croît 

sans limite. Mais , si Ton cherche la différence entre l'arc 
et la partie de l'asymptote comprise entre le centre et le 
point correspondant à l'abscisse de l'extrémité de l'arc, 
cette différence tend vers une limite dont il est facile 
d'obtenir l'expression. En effet, cette partie de l'asymp- 
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ae 



tote est éealc à — — : et , si l'on en retranche 5, il reste 
^ cos^ ' 

cosp 2e ej^ ^' L î-îe' 2.4'^ * J 

Si l'on passe à la limite ç= -9" il vient 

TzaV i/i i\' i/i,3 I \=^ 1/1.3.5 I \^ 1 

298. Cycloïde, — L'équation de la cycloïde rapportée 
à son sommet est 



ax y 2fl — jr - 



d'où 



/ 2û — Y -T , / — 



donc 



.V = 2/ ' y/Etf -f- C -, 
et si l'on fait commencer l'arc au sommet, on aura 



C = o 5 et s =: 2. sjiay. 

Si Ton fait y ^=1 ia^ on aura la moitié du périmètre de 
la cycloïde, qui sera égale à 4«- Pour une valeur quel- 
conque de j^, s est double de la longueur de la tangente. 

C'est à quoi l'on était déjà parvenu par la théorie des 
développées. 

299. Spirale logarithmique, — L'équation polaire de 
cette courbe est 

r =r A^ ^^ , d'où dr = kac ''^rfG ; 
fh — s/d?'-\-r'df' = Adù s/c'^''^{i -+-«') = A V ^^^^ <.'"^ r/9. 
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Donc 

,¥ = A ^''^ -h C = r î— h C. 

a a 

Si l'arc commence au pôle, qui est asymptote de la courbe, 
on aura 



C = o et .V = r 



a 



Cette expression est celle de la longueur de la tangente 
menée à Textrémité de l'arc , et terminée à la perpendi- 
culaire au rayon vecteur mené par le pôle. Ce résultat 
avait déjà été obtenu par la théorie des développées. 

300. Supposons maintenant les points déterminés par 
trois coordonnées polaires. Soient B l'angle formé par le 
rayon vecteur r avec l'axe des ^ , et (p Tangle formé par 
s.a projection sur le plan XY avec l'axe des x. Toute 
courbe sera déterminée par deux équations entre r, ^p, 0. 
Les équations qui déterminent généralement x^ /, z en 
fonction de r, , ^j; , feront connaître dx^ dy^ dz , au 
moyen de r, 0, ^p, dr^ dQ^ d^\ et en les substituant dans 

\/t/r' -\' dj^ -\- dz^ ^ on aura l'expression de la différen- 
tielle de l'arc en coordonnées polaires. Mais on peut y 
arriver directement de la manière suivante : 

Si l'on conçoit une sphère décrite du pôle comme 
centre avec le rayon r, elle coupe le rayon r -h dr en un 
point qui , joint à l'extrémité de r par un arc de grand 
cercle, détermine un triangle rectangle infiniment petit, 
dont ds est l'hypoténuse et dr un des côtés de l'angle 
droit. Pour déterminer le troisième côté, ou mènera par 
l'axe des z deux plans contenant respectivement les deux 
rayons , et qui comprendront entre eux l'angle d^ \ puis , 
par l'une des extrémités de ce troisième côté, on mènera 
un plan parallèle à XY : le côté cherché sera l'hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle tracé sur la sphère, et dont 
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les deux côtés de l'angle droit seront respectivement 
rsinOd^ et rdO. On aura donc 



et pour avoir s , il suffira d'exprimer deux des variables en 
fonction de la troisième d'après les équations de la courbe, 
et d'intégrer entre les limites demandées. 

Cuhalure des solides de révolution. 

301 . Considérons maintenant le solide formé par la ré- 
volution d'une surface plane autour d'un axe situé dans 
son plan, et que nous prendrons pour axe des x. L'équa- 
tion de la courbe qui termine cette surface est donnée 
entre deux coordonnées x, y^ situées dans le plan YAX, 
où se trouve primitivement cette courbe. Cela posé, nous 
nous proposons d'évaluer le volume compris entre deux 
plans perpendiculaires à l'axe de rotation, et qui est en- 
gendré par la partie MNM'N' de la surface (fig* 19), 
comprise entre les deux ordonnées arbitraires MP, NQ. 
Pour cela, nous chercherons l'expression de la diflfé- 
rentielle de ce volume, que l'on peut considérer comme 
l'accroissement infiniment petit que prend le volume V 
lorsque la variable x dont il est fonction prend l'accrois- 
sèment dx. Soit QR = dx^ dY sera considéré comme le 
volume engendré parla surface iSRN'K/. Mais, si par les 
points N 5 N' on mène des parallèles à AX , on remplacera 
NKN'K' par un rectangle qui engendrera un volume, 
dont le rapport avec l'accroissement exact du volume 
aura pour limite l'unité*, ce que l'on démontre comme 
pour les aires. Mais le volume qu'engendre ce rectangle a 
pour mesure tt (y* — j") dx^ y et j' étant les ordon- 
nées NQ, N'Q-, donc le volume V, compris entre deux 
plans correspondants aux abscisses x©, »^, a pour exprès- 
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sion 



V=:7r f {y''-y")dx. 



Si Ton veut avoir le volume total , il faudra prendre pour 
limites de cette intégrale la plus petite et la plus grande 
des valeurs des x auxquelles correspondent des points de 
la surface donnée. 

302. Ellipsoïde. — Supposons que la surface généra- 
trice soit celle d'une ellipse tournant autour d'un de ses 
axes, son équation sera 

et Ton aura 



=^7< 



2ûx — x^)ax = — I /ïx ' ^r- I 4- C 



Si le volume doit commencer au sommet, on a 

nb^ / , x' 

C=o et V = -- [ax^ 

«* \ 3 

On aura le volume entier de l'ellipsoïde en faisant j:=2a, 
ce qui donne 

il devient ^7ra' si i = a, ce qui réduit l'ellipsoïde à la 

sphère dont le rayon est a. 

Il est à remarquer que la différentielle rfV, ne renfer- 
mant pas de radicaux , ne devient pas imaginaire en de- 
hors des limites o et -f- a^^ elle ne fait que changer de 
signe , et est égale , au signe près , à celle du volume en- 
gendré par l'hyperbole, dont l'équation serait 

r' = — {x" — lax). 



a^ 
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11 résulte de là que, si dans Fexpression de V on donne à 
la seconde limite x une valeur négative , on obtiendra le 
volume de Fhyperboloïde , depuis cette valeur de x jus- 
qu'à X = o'^ que, si l'on donne à x une valeur positive 
plus petite que aa, on aura le volume de IVUipsoïde de- 
puis x = o jusqu'à cette seconde limite-, et qu'enfin, si 
l'on donne à x une valeur positive plus grande que 2a, 
on obtiendra le volume entier de l'ellipsoïde , diminuée 
du volume de l'hyperboloïde compris entre x= 2a et la 
seconde limite. 

Donc , si l'on veut trouver la valeur qu'il convient de 
donner à x pour que V soit égal à un volume donné , ou 
que l'ellipsoïde soit partagé dans un rapport donné , on 
trouvera trois valeurs réelles : l'une négative , l'autre po- 
sitive et plus petite que 2a , et la troisième positive et plus 
grande que 2a. Mais la seconde seule satisfait à la con- 
dition de partager Tell îpsoïde dans le rapport demandé, 
ou de manière à ce que V ait une valeur donnée , pourvu 

qu'elle soit moindre que ^na^h, 

303. Tore, — Ce solide est engendré par la révolution 
d'un cercle autour d'une droite située dans son plan. Soit 
l'équation de ce cercle 

ou 

jr = 6 ± s/R' — ix — o^)\ 

La diftérentielle du volume est {Jig. 20) 

n{mV—'M'p)dXy 



ou 



ou encore 
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Or MM^dx est la difTérenticUe de Taire du cercle géné- 
rateur. Donc le volume engendré par la partie du cercle 
comprise entre deux ordonnées quelconques est égal à 
cette aire multipliée par 27r6 , c'est-à-dire par la circon- 
férence décrite par le centre du cercle. 

Si Ton veut avoir le volume entier du solide, il faut mul- 
tiplier Faire du cercle par la circonférence décrite par son 
centre, ce qui donne air^oR*. 

On trouverait le même résultat en intégrant la diffé- 
rentielle Jx v/R* — (x-^a)^ que nous avons déjà trou- 
vée dans la quadrature de l'ellipse et du cercle. 

Quadrature des surfaces de révolution, 

304. On appelle aire d'une surface courbe la limite de 
l'aire d'un polyèdre inscrit ou circonscrit à cette surface , 
et dont les faces infiniment petites ont pour limites de 
leurs directions les plans tangents aux différents po:nts 
de cette surface. 

Il résulte de là qu'on peut, au lieu des éléments plans 
qui composent la surface du polyèdre, considérer des 
surfaces courbes dont les plans tangents aient pour li- 
mites ceux de la surface proposée. On pourra donc consi- 
dérer la surface engendrée par la révolution d'un arc de 
courbe plane, tournant autour d'un axe situé dans son 
plan, comme la limite de la somme des troncs de cônes 
infiniment petits , engendrés par les côtés d'un polygone 
inscrit dans cette courbe. Si l'on désigne par j- et 7 -h rf^ 
les ordonnées des deux points extrêmes d*un quelconque 
de ces côtés ayant pour longueur ds^ la surface du tronc 
de cône qu'il engendre aura pour mesure 

23r I / -f J ds^ ou ^itydsy 

en négligeant l'infiniment petit du second ordre. 



PRKMIERË PARTIK. 3o3 

L'aire engendrée par Tare dont les points extrêmes ont 
pour abscisses Xq et x aura donc pour expression 

I jr^Sy ou 27r / y\/dx'^-i-d/\ 

305. Ellipsoïde. — Supposons que Tellipse dont l'é- 
quation est 

tourne autour de Taxe des x^ elle engendrera une surface 
dont la différentielle sera 

2icb / — 

—^dxsl a' — (/?' — b'')x\ 

Supposons d'abord a^ b et posons 

a^ — b^ = a^e^; 
Taire , commençant à x = o , aura pour expression 



%T:be r"" , a-" , izbeV ^ /«' , «» , ex \ 

I dxK -- — art:^ — •^1/-:, — -^ H — rarcsm— . 

^ J, y ^^ a yyj e' e^ a ] 

Il ne faut pas ajouter de constante, puisque Taire est nulle 
pour j: = o. On aura la moitié de la surface de l'ellip- 
soïde en faisant a: = a , ce qui donne , pour la surface 
entière , 

, ., 7.Tzba 

iTzb ^ H arc sm e, 

e 

Si e = o , a= b^ et Tellipsoïde devient une sphère y 

comme d'ailleurs tend vers Tunité à mesure que 

e tend vers zéro , on aura /^na* paur la surface de la sphère 
dont le rayon est a. 

Supposons 5 en second lieu , a<^b et posons 

^» — a' = b'-e^'y 
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l'expression de l'aire, à partir de .r=o, sera 

Si Ton fait x = a^ on aura la moitié de la surface de l'el- 
lipsoïde , et la surface entière aura pour expression 



^,^ V^^TIT^T^a^ ?!I^l ^.?±y^!±^ 



a 



On retrouve encore la surface de la sphère , quand on 
suppose e = o. En effet, la première partie devient îTia* -, 

pour obtenir la seconde, on développera \/a*4-i'e* 
en série, ce qui est permis, puisque i*e* tendant vers 
zéro est plus petit que a", et l'on trouvera encore 27îa*; 
ce qui donnera 4'^a^ pour l'aire totale de la sphère. 

306. Surface du tore. — Supposons qu'on fasse tour- 
ner autour de l'axe des x le cercle dont l'équation est 

la partie supérieure engendrera une surface dont la dif- 
férentielle sera 

STT [ê 4- v/ R* — (J7 — a)»] (is, 

La ditférentielle de Taire engendrée par la partie infé- 
rieure sera 

Si on les suppose comprises entre les deux mêmes plans 
perpendiculaires à l'axe, x et rJs seront les mêmes, et 
la somme des deux différentielles sera 4^6^^, dont l'inté- 
grale est 4'^ës -4- C. 
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On aura la surface entière en prenant s égal à la derai- 
circonférence ttR, et C = o ^ ce qui donnera 

4îr'6R, ou 27rR27r6. 

La surface du solide entier est donc égale au produit de 
la circonférence génératrice par la circonférence décrite 
par son centre. 

, On peut calculer séparément la surface engendréq par 
la partie supérieure, et par la partie^ inférieure de la cir- 
conférence. En effet, la première est 

Pour avoir la partie supérieure tout entière , il faut pren- 
dre pour X les limites a — R , a H~ R , et donner à 5 la 
valeur ttR ] ce qui donne 

27r»6R + 47rR'. 

Dans le calcul de la partie inférieure , il n'y aura que 
le second terme à changer de signe , et Ton trouvera 

27r»6R — 4^R^ 

Leur somme est ^n^ëR^ comme nous l'avions déjà trouvé. 
Leur différence est SttR'^ ou le double de la surface de la 
sphère dont le rayon est R ; il est remarquable que cette 
différence soit indépendante de la distance du cercle à 
l'axe de rotation. 

Volume des corps terminés par des surfaces 

quelconques, 

307. Si Ton partage un corps en éléments infiniment 
petits par des plans perpendiculaires à l'un des axes des 
coordonnées rectangulaires, on pourra substituer à ces 
2* édit, 20 
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éléments des cylindres ayant pouf bases les sections faites 
par ces plans , et pour hauteurs les distances de ces mêmes 
plans , parce que la limite du rapport de ces cylindres 
aux éléments du corps est l'unité. 

Donc , si Ton peut obtenir en fonction de x l'expres- 
sion de l'aire de la section faite dans le corps par un 
plan quelconque perpendiculaire à l'axe des x^ la diffé- 
rentielle du volume sera F(x)^2x, en désignant par 
F {pc) l'aire de la section -, et le volume du corps com- 
pris entre deux plans perpendiculaires à l'axe des a:, et 
correspondants aux abscisses Xo, :r, aura pour expres- 
sion i F(jr)ctr. Le problème sera donc ramené à l'in- 

tégration d>'une fonction connue d'une seule variable. Si 
l'on ne peut exprimer immédiatement l'aire de la sec- 
tion , on en obtiendra la valeur au moyen d'une première 
intégration. Représentons par z et z' les ordonnées de la 
partie supérieure et de la partie inférieure de la surface. 
Ce sont des fonctions données de x et j^, qui pourront être 
de nature différente. L'aire de la section correspondante 
à une valeur quelconque de x aura pour expression 
J{^z — s')£fy, y variant seul et x restant constant dans 
les fonctions zeXz' . Les limites de cette intégrale seront 
les valeurs de y correspondantes aux points extrêmes de 
la section; ces points seront, en général, ceux où la tan- 
gente À la courbe est parallèle à l'axe des z \ et si l'on 
considère l'ensemble de toutes les sections , ces points se 
projettent sur le plan XY suivant la trace du cylindre 
circonscrit au corps, et ayamt ses arêtes parallèles à 
Taxe des z. Ces valeurs de j* qui sont les limites de cette 
première intégrale sont donc des fonctions connues de x, 
et , par conséquent >, J{z — ^^)dy sera une fonction de x^ 
que nous supposerons que l'on puisse former, et que nous 
représenterons par F (or). La question est alors ramenée 
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au premier cas, et il suffira de calculer fF{x)dxj entre 
les deux limites données pour .r. Ces deux intégrations 
successives s'expriment de la manière suivante : 






r 
[z — z') djr\ 



y-Q et Y désignent les deux fonctions do x qui expriment 
les ordonnées de la trace sur XY, du cylindre circonscrit 
au solide, et ayant ses arêtes parallèles à l'axe des -?. 

Ce calcul n'exige donc que deux intégrations de fonc- 
tions d'une seule variable. 

On peut remarqtier que ce procédé revient à calculer la 
somme des expressions de la forme [z — z') dydx , quand 
on donne à a: etj^ toutes les valeurs comprises dans la pro- 
jection du solide sur XY et variant par intervalles infini- 
ment petits dx^ dj. Cette expression est la mesure du 
parallélipipède ayant pour base dxdy et • pour hauteur 
z — ^'5 et ce volume peut être sikbstitué à l'élément du 
solide qui est compris entre les quatre faces latérales de 
ce parallélipipède 5 parce que la limite de leur rapport 
est l'unité. La somme de ces éléments compris entre les 
deux plans dont la distance est dx^ sera exprimée par 

dx j {z — z^)djr, 

et la somme de ces dernières expressions, relatives à 
toutes les valeurs de dx^ sera la somme de tous les élé- 
ments [z — z^) dxdj du solide. 

308. Déterminons maintenant l'équation de la trace 
du cylindre circonscrit au corps et parallèle à Taxe des z. 

Soit F (x^y^ z) = o l'équation de la surface du corps -, 
le plan tangent au point (x', /', z^) aura pour équation 

20. 



3o8 cocRS d'analyse. 

En un point quelconque de la courbe de contact du cy- 
lindre et de la surface donnée , le plan tangent est parallèle 

à l'axe des -z , et , par conséquent , -j-, = 05 les équations 
de cette courbe seront donc 

Si on élimine z entre ces équations , on aura sa projection 
sur XY, qui est la courbe demandée. Supposons que son 
équation soit (f [^ty) =0, les valeurs de y qu'on en ti- 
rera seront les limites de l'intégrale prise par rapport kj. 
Quant aux limites a:©, x^ ce sont deux valeurs arbi- 
traires. Si l'on veut avoir le volume entier du corps, ces 
limites correspondront aux points extrêmes de la trace 
du cylindre, et s'obtiendront en cherchant les points de 
cette courbe où la tangente est parallèle à l'axe des^, ou 
encore les points de la surface où le plan tangent est per- 
pendiculaire à l'axe des x \ ils seront déterminés par les 
trois équations, 

_, ; dV dY 

• 

309. Si l'on avait pour objet de trouver le volume du 
corps, qui se trouve renfermé dans l'intérieur du cy- 
lindre , ayant ses arêtes parallèles à l'axe des z et une base 
donnée par son équation sur le plan XY, les limites de 
l'intégration par rapport à y seraient les fonctions de x 
que l'on trouverait en résolvant cette équation par rap- 
port h y, 

310. Ellipsoïde, — L'équation de l'ellipsoïde rapporté 
à ses axes est 

a?' y2 2' 

■ V- H- - = I . 



a"" b^ c' 



La section par un plan perpendiculaire à Taxe des x 
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est une ellipse ayant pour équation 






X désignant la distance de ce plan à l'origine , constante 
pour une même section , et variable d'une section à une 
autre. On peut calculer l'aire de la section au moyen de 
la formule que nous avons donnée pour la quadrature de 
l'ellipse. 

Les demi-axes étant, dans ce cas, 
l'aire de la section sera 



'Jtbc ( I *: , , 



ce sera la valeur de l'intégrale 



j\z-z')dr. 



Reste donc à intégrer 

Tzhc I il ) r/x, 

ce qui donne 

/ jfj 3 —3 

nbc [ X — Xq -4- —-2- 

Si l'on fait Xo = — a^ x=^a^ on aura le volume entier 
de l'ellipsoïde , et son -expression sera \ itabc. 

On voit que le volume de rellipsoïde est les deux tiers 
du cylindre droit circonscrit, ayant ses arêtes parallèles 
à l'un quelconque des axes. 

3H . Si les axes ne sont pas rectangulaires , les calculs 
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ne diliéreroul que par des facteurs constants. Soient / 
l'angle de Taxe (Jes z avec l'axe des y, et fx Tangle de Taxe 
des j: avec le plan YZ. La section faite par un plan pa- 
rallèle à YZ aura pour expression 

I (z — r')</rsin a, 

et le volume compris entre ce plan et le plan infiniment 
voisin sera 



in ptr/x / (^2 — z ' ) ^ sin A. 



Le volume cherché sera donc exprimé par 



siripsio). l dx \ '^z — 2')<(r- 



. dx '^ 



Dans le cas de rellipsoïde rapporté à des diamètres 
conjugués 2a', aè', ac', on trouvera \ na'b'c* sinfx sini. 

Cette expression devant être égale à | itabc , il en ré- 
sulte a'i'c' si njtxsin À = ûic, ce qui montre que le pa- 
rallélipipède construit sur les diamètres conjugués est 
constant. On voit encore que le volume de Fellipsoïde 
est les deux tiers de celui du cylindre circonscrit , ayant 
ses arêtes parallèles à un diamètre quelconque, et ses 
bases parallèles au plan conjugué de ce diamètre. Ce qui 
prouve que tous les cylindres circonscrits de cette ma- 
nière à Tellipsoïde sont équivalents. 

312. Si Téquation de la surface qui termine le corps 
est donnée en coordonnées polaires r, 0, ^|^, il est conve- 
nable d'exprimer la différentielle du volume dans le- même 
système. Pour cela on concevra une sphère décrite du 
pôle comme centre avec l'unité pour rayon ; et Ton par- 
tagera sa surface par des grands cercles infiniment rap- 
prochés dont les plans passent par Taxe AZ , et par des 
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« 

petits cercles dont les plans soient parallèles à XY, et k 
des distances infiniment petites les uns des autres. L'ex- 
pression générale des quadrilatères qui composeront la 
surface de la sphère sera sin Qd&di^. On concevra ensuite 
un c6ne ayant son sommet au pôle et ce quadrilatère pour 
base , et l'on cherchera le volume du corps , qui se trouve 
compris dans ce c6ne indéfini. La partie de ce volume 
comprise entre deux sphères ayant pour rayon r et r-\-dr^ 
aura pour mesure 

Si donc on intègre cette expression par rapport à r entre 
les deux valeurs /> et r, relatives aux deux surfaces qui ter- 
minent le corps, on aura le volume du corps compris 
dans le cône que l'on a considéré. Sa valeur est 

/' et To sont des fonctions connues de d et (|^. Si maintenant 
on intègre par rapport à 6 entre les deux valeurs relatives 
aux limites du corps, et qui sont des fonctions connues 
de ^p , on aura 



y Je. 



Le résultat de cette intégration sera une fonction de ^ , 
que Ton intégrera entre les deux valeurs relatives aux 
plans entre lesquels le corps est renfermé. 

Si le pôle est dans l'intérieur du corps , les limites de Q 
sont o et TT ^ celles de ^ sont o et 27t ^ et la première limite 
de jo est zéro. Le volume est alors exprimé par 



Jo Jo 



27r 
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Quadrature des surfaces courbes quelconques, 

313. D'après ce que nous avons dit sur le sens qu'il 
fallait attacher à Faire des surfaces courbes, si nous diyi> 
sons une surface quelconque par des plans infiniment 
voisins, perpendiculaires, les uns .à l'axe des or, les autres 
à l'axe des y , chacun des quadrilatères qui composeront 
la surface , et dont la projection sur XY sera dxdy^ pourra 
être remplacé par la partie du plan tangent en un quel- 
conque des points de la surface de ce quadrilatère , qui 
aura la même projection dxdy. 

Nous supposerons que ce plan tangent soit mené au 
point de la surface qui se projette en un des sommets du 
quadrilatère dxdy^ et nous choisirons celui dont \x est le 
plus petit , ainsi que ly ; de sorte que ses coordonnées étant 
x, j", celles du sommet opposé soient x -h dx^ y -^ dy. 
Cela posé^ l'aire d'une surface plane étant égale à sa pro- 
jection orthogonale , divisée par le cosinus de l'angle de 
son plan avec le plan de projection , on aura , en dési- 
gnant par s Taire de la surface courbe 



— î ~9 ou/7, y étant les dérivées partielles de la fonction 

de jc et j^ qui représente l'ordonnée de la surface. 

Ainsi, pour obtenir la surface qui se projettera sur le 
plan XY dans l'intérieur d'une courbe, donnée par l'équa- 
tion (p(j:,^) = o, on cherchera d'abord la partie com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à l'axe des a:, et 
distants l'un de l'autre de la quantité infiniment petite dx. 
Pour cela on intégrera par rapport à y^ en considérant x 

comme constant, l'expression dxdy sj i -^ p'^ -{- q^ \ les 



V 
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limites de cette intégrale seront les valeurs dej données 
par Péquatibn (p(j:,^) = o. Désignons ces deux fonctions 
de a: parj^o^jK* L'aire comprise entre les deux plans sera 
donc une fonction de x exprimée par 






Si maintenant on intègre cette expression par rapport 
à Xy entre les deux valeurs relatives aux limites de la 
courbe ^(x^y) = o et qui satisferont à l'équation 

dff 

on aura un résultat qui ne renfermera plus ni o: ni j^, et 
sera la mesure de l'aire demandée. * 

314. Si Ton veut avoir la surface entière d'un corps 
fini, il suffira de prendre pour l'équation ç(x, y) = o^ 
celle de la courbe dans l'intérieur de laquelle se projette 
le corps, et de considérer, successivement ou en même 
temps , la partie inférieure et la partie supérieure de la 
surface. Cette courbe se déterminera, comme nous l'avons 
indiqué, dans la mesure des volumes. 

315. Application à la sphère. — L'équation de la 
sphère 

donne 

dz X dz y 



dx z dy z 



ds 



I x' r' 



Kdxdy Kdxdjr 



« v/R^ — x' — j' 



/; 



dy ' X 

= arc sin 



s/K' -o:'—/' s/K^ — x^ 
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Dans c& cas, les limites de^ sont 

— ^K' — x^ et -f- v^R'— x'; 



donc 



I 



D reste donc à intégrer TiRctr entre x = — R,a: = -|-R, 
ce qui donne 27rR' pour Fexpression de la surface supé- 
rieure; on trouverait le même résultat pour la surface in- 
férieure, et la surface totale sera égale à 4^B.'- 



FIN. 
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NOTE I. 



Règles sur ta convergence des séries. 

On appelle série une suite de termes positifs ou néga- 
tifs , dont le nombre est infini. 

On dit qu'une série est conuergente lorsque la somme 
algébrique des n premiers termes tend vers une limite 
déterminée , à^ mesure que n augmente indéfiniment. Elle 
est dwergente dans le cas contraire. 

Le développement en séries peut être très-utile pour 
la détermination approchée des grandeurs, soit con- 
stantes, soit variables. Mais on i^e peut évidemment, 
dans des calculs soit numériques , soit algébriques , rem- 
placer une quantité quelconque par une série , que lors- 
que celle-ci a pour limite cette quantité même. Il est 
donc nécessaire de connaître quelques caractères , d'après 
lesquels on puisse juger si une série donnée est ou n'est 
pas convergente. Nous allons exposer les règles les plus 
simples qui ont été données à cet effet , et dont quelques- 
unes sont tirées du Cours d'Analyse de M. Cauchy. 

Nous remarquerons d'abord que la somme des termes 
d'une série ne peut tendre vers une limite déterminée , si 
la grandeur des termes ne tend pas vers a^ro. Gela est 
tout à fait évident, lorsque les termes sont tous de même 
signe ^ parce qu'alors leur somme croîtrait indéfiniment 
avec leur nombre. Mais, lors même qu'ils seraient de 
signes différents , les sommes successives ne pourraient 
avoir une différence moindre que toute quantité donnée 
avec une grandeur déterminée, puisque deux sommes 
consécutives auraient toujours entre elles une différence 
finie 5 qui serait le terme auquel s'arrête la dernière. 
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Il est donc indispensable, pour qu'une série soit con- 
vergente, que ses termes aient pour limite zéro^ mais 
cela n'est pas suffisant, comme nous aurons occasion de 
le reconnaître. Il faut toujours s'assurer qu'en prenant 
un assez grand nombre de termes , à partir du commen- 
cement, la somme des suivants, quelque nombre que l'on 
en prenne, est au-dessous d'une quantité qui peut être 
supposée aussi petite que l'on voudra. 

Il est encore bon de remarquer que si une série dont 
tous les termes sont positifs est convergente , elle le sera 
encore quand on multipliera tous ses termes par un même 
nombre quelconque , ou même par des nombres différents, 
positifs ou négatifs, pourvu qu'ils restent finis. En effet, 
puisque la somme des termes de la première série, qui 
sont au delà d'un certain rang, peut être supposée moindre 
que toute grandeur donnée , il en sera de même dans la 
seconde ; car la somme de ses termes au delà du mêiùc 
rang , lors même qu'on les prendrait tous avec le même 
signe , sera moindre que la somme des correspondants de 
la première, multipliée par le plus grand des facteurs 
introduits, qui est supposé fini. 
r 316. La série 

III I 

2 O 4 '^ 

offre UD exemple d'une suite indéfinie de termes décrois- 
sant indéfiniment, et dont la somme n'a pas de limite. 

En effet , faisons la somme des n termes qui suivent -^ ou 

1 I I 



72 -t- 1 « -h 2 171 

elle est évidemment plus grande que 

II I n - 1 

■\ h . . . H ou — , ou enim -■ 



2/2 7.n 2/2 2/2 2 
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Donc 5 à quelque terme que Ton s'arrête dans la série en 
question, on peut toujours en prendre un assez grand 
nombre à la suite, pour obtenir un nombre plus grand 
que ^ ; et , par conséquent , la somme des termes de cette 
série ne tend pas vers une limite , et peut croître indéfi- 
niment. 

Séries dont tous les tenues sont positifs.* 

317. Premier théorème. — Une série est com^ergente, 
lorsque le rapport d'un terme au précédent tend "vers 
une limite plus petite que V unité, à m,esure que le nombre 
qui exprime son rang déifient de plus en plus grand. 
Elle est dix^ergente lorsque cette limite est plus grande 
que V unité. 

Soit la série 



et supposons que -^ ait une limite k plus petite que Fu- 
nité. Soit a un nombre déterminé quelconque , compris 
entre i et ft ; -^ finira par être constamment inférieur 

Un 

à a , quand n aura dépassé une certaine valeur. En consi- 
dérant la série à partir d'un terme quelconque, au delà 
de cette valeur, on aura cette suite indéfinie d'inégalités 

<^a, <;a, <:;a,..., 

Un "n-f-i '*n-»-3 

d'où résulte 

Tous les termes , à partir de Un+i , sont donc inférieurs à 
ceux de la suite 



3i8 couKS i/a^aiase. 

qui est une progression géométrique décroissante , et qui 
a , par conséquent , une limite. Donc aussi la série pro- 
posée a une limite, puisque la somme de ses termes, 
tous positifs , va constamment en augmentant, et reste 
néanmoins au-dessous d'une certaine quantité finie. 

Il est même facile d'apprécier l'erreur commise en 
s' arrêtant à un terme quelconque. En effet , on a 

*«« -4- «*+! -h . . . <C «« ' I -H a -h a» -h . . . ) ; 

donc 

lim [un -f- «,+, H- . . . ) < 



I — a 

L'erreur commise en s'arrêtant au terme u„^i inclusive- 
ment est donc moindre que — ^— • Or u„ est une quantité 

connue , qui peut être aussi petite que Ton voudra , puis- 
que les termes de la série , étant au-dessous de ceux d'une 
progression géométrique décroissante, peuvent devenir 
moindres que toute quantité donnée : quant à a , il sera 
en général assez facile d'en avoir une valeur suffisamment 
approchée. 

Il est évident que notre raisonnement ne suppose 

pas que -^ ait réellement une limite, mais seulement 

qu'il finisse par être toujours au-dessous d'un nombre 
déterminé, plus petit que Tunité. Nous nous sommes 
exprimé ainsi, parce que ce n'est que dans des cas 
très-exceptionnels que cette fonction de zi a une valeur 
indéterminée lorsque n augmente indéfiniment. Cette 
remarque s'appliquera à tout ce qui suit. 

318. Si, au* contraire, on avait fc^ i, on finirait par 

avoir -^ ^ a , a étant compris entre i et ft , et , par con- 

séquenl , plus grand que l'unité. On aurait alors 
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Les termes de la série proposée croîtraient donc indéfini- 
ment , et , par conséquent , à plus forte raison la série 
n'aurait pas de limite. Elle serait donc divergente. 

Si Ton avait A = i , on ne pourrait rien affirmer; et, 
dans ce cas , il peut arriver qu'une série soit convergente, 
ou qu'elle soit divergente. 

319» Toutefois il est bon de remarquer que si le rap-^ 

port "^ finit par être toujours au-dessus de sa limite i , 

la série est divergente \ car alors les termes finissent par 
aller toujours. en croissant, et, comme ils sont tous posi- 
tifs , leur somme peut devenir plus grande que toute quan- 
tité donnée , puisqu'il en serait ainsi lors même qu'ils con- 
serveraient une valeur constante , quelque petite qu'elle 
fût, 

390. Si la série est ordonnée par rapport aux puis*- 
sances d'une variable x^ et que l'on ait généralement 

w„ = A„a:", le rapport -^ deviendra -j^x-^ et , en dési- 

A 

gnant par k la limite du rapport -j^> la condition de 



convergence sera 



d'où l'on tire 



X-d? <^ i; 



•*<î 



Ainsi la série sera convergente tant que x sera plus petit 
que 7? et divergente quand il sera plus grand que -r* Il 

pourra y avoir incertitude quand x sera égal à j» 

Des remarques analogues pourront être faites au sujet 
des règles suivantes. 



320 Goyas d' analyse. 

En appliquant la règle précédente à la série 

I H 1 1 5 -h. . .H 5 

I 1.2 I . 2.0 I .2.O. , ./l 

on trouve 



> 



Un n -^ l 

et, par conséquent, 

. lim = o ; 



«« 



la série est donc convergente. Sa limite est fraction- 
naire et comprise entre 2 et 3 5 car la suite des termes 

- H 5* -f- . . . est inférieure à ceux de la progression 

2 2 • 3 

qui commencerait par les deux premiers termes, et la 
limite de cette dernière est moindre que Tunité. Pour 
avoir une limite de l'erreur commise en s'arrêtant au 

terme ? on remarquera que le rapport -^ allant 

I .2. . .7ï ^ ^ ^'^ itn 

toujours en diminuant, les termes suivants sont au-des- 
sous de ceux de la progression géométrique dont les deux 
premiers termes seraient ceux qui suivent immédiate- 
ment ' •> c'est-à-dire 

1 . 2. . ./i 



et 



1 .2. . .(/î-l- I j r.2. . .(/i-f-i)(/ï-(-2) 

Donc la somme des termes qu'on néglige dans la propo- 
sée est inférieure à la limite de la somme des termes de 
cette progression, qui est 

n 



1 .2. . .« (w-+- 1 j' 
C'est donc là une limite de l'erreur commise en s'arrè- 
tant a 



1.2 , .n 
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On pourrait prendre, à plus forte raison, comme li- 
mite , l'expression plus simple 



1 .2.3. . .(n — 1 )n* 



dont la valeur est plus grande que la première. 

Cette série est d'un grand usage dans l'analyse, et Ton 
désigne ordinairement sa limite par la lettre e. 

Il est facile de démontrer que sa valeur est incommen- 
surable. 

En effet, supposons qu'elle soit commensurable ; comme 
elle n'est pas entière , elle sera représentée par une expres- 
sion fractionnaire irréductible -j pétant >• i; on aurait 
ainsi Tégalité 

p III 

- = I H 1 1 r H- 

q I 1.2 1.2.3 

En multipliant les deux membres par i . 2.3. ..y, on aurait 

1.2. , .(q — l)/?=l'. 2.. .^-h2. ..^-+-3...<7-f-...i 

I I 

Or la limite de la somme des termes fractionnaires du 
second membre est plus ^petite que l'unité, puisque ces 
termes sont inférieurs à ceux de la progression géomé- 
trique 

I I 



dont la limite est -> et, par conséquent, plus petite que 

l'unité. Donc la limite du second membre de la dernière 
équation ne serait pas égale au premier 5 ce qui est ab- 
surde. Il résulte de là que la limite de la série proposée ne 
2« édit. 21 
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pouvait être égalée à un nombre commensurable. Cette 
limite est donc incommensurable y conune nous voulions 
le démontrer. 

321 . La quantité que nous avons désignée par e peut 
être considérée comme la limite d'une autre expression 
remarquable que nous allons faire connaître. 

Désignons par m un nombre entier positif croissant 
indéfiniment , et considérons l'expression 



I -h — 
m 



qui se présente sous la forme indéterminée i ^ , quand 
on y fait m infini. Pour déterminer la limite vers.laquelle 
elle tend, quand m croit indéfiniment, développons-la 
suivant la formule ordinaire du binôme ; nous aurons 

iX*" m I m(m — i)i 

IH ) =H h— ^ ^— -+-... 

m J i m 1 .2 /w' 

m{m — I ). . .(m — ^-f- i) i i 



1 .2. . .« /w" m 



Tous les termes du second membre sont positifs, et leur 
nombre est fini et égal à m -f- i . On peut mettre cette 
équation sous la forme 

\ m) I 1.2 î.2.3 



1.2. . ,n 



On voit d'abord qu'un terme quelconque , de rang déter- 
miné et invariable, augmente en même temps que m; 
et comme le nombre total des termes augmente aussi, 



1>BEM1ÈRK PAETÏE. 323 

leur somme augmente constamment. D'où il suit que 

I H I augmente en même temps que m. 

On reconnaît encore que les numérateurs des termes 
qui forment le second membre de l'équation ( i ) , étant 
moindres que l'unité , oes termes sont au-dessous des cor- 
respondants de la série 

, . i i i i 

(2) iH \ h ^.-f-.. .4- 1-.>. 

I 1.2 1.2.0 1.2. ../I 

dont la limite est e. D'où l'on conclut déjà que [ i H — } 

est toujours moindre que e ] mais nous allons démontrer 
qu'il s'en approche indéfiniment. 

En effet , le terme qui en a n avant lui dans le dé- 

veloj^ement (i) tend indéfiniment vers ^- à mesure 

que m croît. Donc la somme des n-^ \ premiers termes 
de ce développement peut diflerer aussi peu qu'on vou- 
dra de la somme s^ des correspondants de la série (a), 
quelque grand que soit le nombre déterminé n. Mais la 
différence entre 5„ -et e peut devenir moindre que toute 
quantité donnée \ donc il en est de même de celle qui existe 
entre e et la somme des n-\- \ premiers termes du déve- 
loppement ( I ) , et , à plus forte raison , de la différence 
qui existe entre e et le développement ( i ) tout entier, ou ' 

( I H — I • Donc enfin ( i H — j tend vers la limite e 

lorsque m croit indéfiniment, en restant toujours entier. 
Considérons maintenant des valeurs positives , non en- 
tières pour m. Faisons m=n-\-z^t étant une quantité 

positive moindre que l'unité. L'expression I iH — ] de- 



m 



vient ( i H ) : or on la rendra plus grande si l'on 



•21. 
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diminue le dénominateur ti + s , et qu'on augmente l'ex- 
posant 7ï 4- e ; et on la rendra plus petite en augmentant 
le dénominateur et diminuant l'exposant. L'expi*ession 
proposée sera donc comprise entre les deux suivantes : 



\ n) \ «-f- 1/ 



n 

9 



que Ton peut mettre respectivement sous la forme 



X / V (• + — ) 

r) 



«H-l 



I 4- - I I ï H- - 1 et 






Or il est évident qu'elles tendent l'une et l'autre vers la 
limite e, puisque n est entier, et que d'ailleurs le facteur 

I + - et le diviseur i H tendent vers l'unité à me- 

sure que n augmente. Donc enfin la quantité intermé- 
diaire (i -+-"") tend vers c?, de quelque manière que 

varie la quantité positive, indéfinimëbt croissante, dési- 
gnée par /7i. 

Si l'on pose — = a , on énoncera le même résultat de 
* m 

cette autre manière : 

I 

L'expression (i -f- a)" tend vers la limite e lorsque a 
est une quantité positive qui tend vers zéro , suivant une 
loi quelconque. 

Il reste à considérer le cas de —5 ou de a , né£;atif et ten- 

dant vers zéro. On posera, dans ce cas, i -f- a = ] 

o sera une quantité positive tendant vers zéro. On tirera 
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de cette relation, 
et, par suite, 



I -hé 



I H-6 I 



Or 6 étant positif, ( i -f- g) ^ tend vers e, lorsque 6 tend 

I 
vers zéro; de plus, iH- 6 tend vers lunité-, donc ( i -|- a) "" 
tend encore vers e , lorsque a est négatif. 

Ainsi , de quelque manière que la quantité ol tende 

I 

vers zéro y V expression [\-\-a)^ tend vers la limite c, 
322. Si au lieu de ( i h j on avait développé 

I H I > on aurait trouvé pour limite, au lieu de la 

série (2), la suivante : 



X x^ x^ x" 

I H 1 h 



I . 2 .... /I 

qui est convergente, quel que soit y, en vertu de la règle 
précédente. Or 



X ^"' 

I H 1 = 

m 







— \x 



en posant — = a; et a tend vers zéro, quel que soit x^ 

1 H — I a pour li- 
mite e-^, quel que soit x^ et l'on a , par conséquent , l'iden- 



tité suivante : 



X x"^ x^ a:" 
6'* = iH 1 1 X 4- ... -H h 

I 1.2 1.2.3 I .2.72 



. . . • 
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Ce développemeDt important conduit immédiatement à 
celui de a'^ a étant un nombre quelconque. En effet, 
a = e*", la, caractéristique 1 désignant les logarithmes 
dans la base e, qui est celle de Néper. On aura , par suite, 
^*_-_^xia^ et, par conséquent, 

x\a x'^Va xH^a x'*\"a 



r 1.2 1.2.3 1.2. ./Z 

323. Considérons encore la série 



.V x^ 


JC" 


I H 1 h.. 


.-^ — 


I 2 


n 



elle sera convergente si Ton a 



lim j: <^ I ou x <^ i, 

n-hi 

Elle sera divergente si Ton a a: ]> i , et les termes croî- 
tront indéfiniment. Lorsque l'on a x= i , la limite de 

-^^ devient Funi té, et nous avons dit qu'on ne peut^ 

dans ce cas, prononcer, en général , sur la convergence et 
la divergence d'une série. Mais il n'y a pas ici d'incer- 
titude; car la série devient 

1 I I . I 

i-h*H h«-l- 74-,. .H h..., 

2 3 4 '' 

et nous avons reconnu précédemment que la somme des 

termes de cette série est infinie. 

324. Deuxième théorème. — Une série dont le terme 

I 

général estUn (^st convergente lorsque u^ tend vers une 

limite k plus petite que l'unité, quand n augmente indé- 
finiment. Elle est dis^ergente lorsque la limite k est plus 
grande que l'unité. 

Supposons d'abord A < i , et soit a un nombre quel- 
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I 

conque compris entre fc et i ^ d'après l'hypothèse,, k^ 
finira par être constamment moindre que ce , depuis une 
certaine valeur de n jusqu'à l'infini. On aura alors les 
inégalités suivantes : 



n-\-i ^^ ^ ., «-4-2 

n ^ ' 

d'où 



» B-(-l ^ ' B-+-Î ^ ' 



Donc, à partir d'une valeur convenable de «, tous les 
termes de la série sont au-dessous de ceux de la progres- 
sion géométrique décroissante 

a" + a"-^' H- a»-^-' 



donc la série proposée a une limite, et Ton aura une 
limite de l'erreur commise en s'arrêtant à m„_i en pre- 
nant la limite de cette progression géométrique, qui 



est 



a" 



I — a 

Supposons maintenant A ]> i , et soit encore a un 

nombre quelconque compris entre % et i ^ on finira par 
1 

avoir u " ^ a , au delà d une certaine valeur de /t , et 
l'on aura alors les inégalités 

d'où il suit qu'à partir de u^^ les termes de la série sont 
au-dessus de ceux de la progression géométrique crois- 
sante 



Ils croissent donc eux-mêmes indéfiniment, et la série 
proposée est divergente. 
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Enfin , si l'on avait k= i^ on ne pourrait affirmer, en 
général , si la série est convergente ou divergente. * 
3â5. Troisième théorème. — Siles termes if une série 

(l) «0 + W| H- «2 +. • .4- "n -+-. . . 

ifont constamment en décroissant à partir du premier, 
cette série 'sera com^ergente ou dis^ergente en même 
temps que la suivante : 

(2) «,-h 2a, -+- 4«3 H- 8«7 + i6tt,5 -h . . . . 

En effet, supposons d*ahord la première série conver-r 
gente. Ses termes allant constamment en décroissant, oq 
aura les relations suivantes ; 

2//| = 2li, , 

8^7 <^ 21*4 -h 2^5 -f- 21*6 -4- 2^7 , 

i6a,i<[2ag -H -+-2a,5, 



Ajoutant membre à membre ces égalités et inégalités eo 
nombre infini , on voit que la somme des premiers mem-r 
bres, qui sont les termes de la série (2), sera au-dessous 
de la somme de ceux de la suivante , terminés au même 
indice de u : 

Uo -+• 2a, -H 2ttj H- 2«3 -4- 2M4 4- . . . . 

Or cette série n'est autre chose que la série ( i) dont on 
aurait doublé les termes , excepté le premier. Elle a donc 
une limite, et, par conséquent, la série (2) en a une à 
plus forte raison. Ainsi, d'abord la convergence de la pre- 
mière série entraine celle de la seconde. Supposons, en 
second lieu, la série (i) divergente, ses termes allant 
toujours en décroissant 5 on aura évidemment les rela- 
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• 
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• 


,= «0, 






!2Ui 


;>w, -f-«2, 






4«3 


> «3 -4- «4 H- 


«5 4- 


«6, 


8«, 


'^ tt, -4- «H . . . 


. .H- 


tti« . 


• • < 


^^^ "^ y 1 ***]) • • • 


• • 1 

• • • • 


• • • • 



Ajoutant les premiers membres entre eux , aidsi que les 
seconds, on reconnaît que la somme des termes de la 
série (a) est plus grande que la somme de ceux de la sé- 
rie ( i ) , terminés à celui d'indice double-, et comme cette 
dernière croît indéfiniment par hypothèse, il en est de 
même de Tautre. D'où il suit.eucore, comme on voulait 
le démontrer, que la divergence de la série ( i ) entraîne 
celle de la série ( a ) . Donc , enfin , les deux séries propo- 
sées soMt toujours en même temps convergentes ou diver- 
gentes. 

326. Prenons par exemple, pour la série ( i) , la sui- 
vante : 

/ox I 1 ï 

(3) î H 1 1 h ... ; 

2 '* 3^ 4 '^ 

la série (2) deviendra 

Or cette dernière est une progression géométrique dont 

la raison est 2 '~*^. Elle est décroissante si Ton a (x ^ i, 
et croissante si fx <^ i ou /x = i . Donc aussi la série ( 3 ) 
est convergente si fx > i , et divergente si fx <^ i , ou 
|:x = I. 

La conséquence relative à /:x = i montre que la série 

1 I I 

I 4- - -h « 4- 7 H- . . . 

2 3 4 

est infinie, comme nous l'avions déjà reconnu. 
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327. Quatrième théorème. — La série 

tto 4- Mi -i- . . . -h «n -h . • • 

est coni^ergente lorsque, n croissant indéfiniment^ 

r: — - a une limite plus grande que Vunité. Elle est diuer- 

gente si cette limite est plus petite que l'unité. 

En e£fet, soit h cette limite, et supposons d'abord 
A> I. On aura donc, depuis une certaine valeur de n 
jusqu'à Finfini, a désignant un nombre compris entre 
I et. A, 



l-L 


• 




f^n 




^ I 


\n >*' 


OU 





Les termes de la série proposée , à partir de i4„ , sont donc 
inférieurs à ceux de la suivante : 



1 



Or celle-ci est convergente d*après le théorème précé- 
dent , puisque l'on a a > i ^ donc aussi la proposée est 
convergente. 

Supposons en second lieu A <] i , et soit a un nombre 
compris entre i et A. On finira par avoir, au delà d'une 
certaine valeur de w , 

tin ^ ^1 

<;a, ou «„< 






Les termes de la série proposée seront donc alors au- 
dessus de ceux de la suivante : 



I I 

1 h.. 
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Mais celte dernière est divergente , puisque l'on a a <^ i :' 

donc la proposée l'est aussi ; ce qvLil fallait démontrer, 

328. Lorsque la limite h est l'unité, on ne peut, en 

général, prononcer sur la convergence ou la divergence 

i-i 

de la série. Cependant , lorsque le rapport -y^ est toujours 

inférieur à sa limite i , il est facile de démontrer que la 
série est divergente. 

En effet, Tinégalité -r-^ <C i donne 

■ \ n 

n 

donc les termes de la série proposée sont au-dessus jde 
ceux de la suivante : 

1 • I I 



n /2 -h I /î -h a 

que nous avons démontrée divergente. La proposée Test 
donc elle-même. 

Si le rapport -r-^ était, au contraire, toujours supéHeur 

à sa limite i , on prouverait bien que les termes de la 
série proposée sont au-dessous de ceux de la suivante : 

I I 



n /î 4- 1 



mais celle-ci étant divm^gente , on ne saurait en conclure 
que la proposée est convergente. 
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Autre règle pour la convergence des séries, 
329. Remarquons d'abord que si Ton a une série con- 



vergente 


. .-h tt„-H «„^, 


et qu^une autre série 




«'• -H fi -+- • . 


. -f- C„ -h Vn-^t ■ 



soit telle que, depuis un certain terme jusqu'à Tinfini , 
Ton ait 



^'m-i ^^ ^n-h\ 



< 



Vn U 



'n 



cette seconde série sera convergente^ car, si Ton multi- 
plie la première par ~ > n ayant une valeur déterminée 

telle que la condition supposée soit remplie, la série 
ainsi obtenue sera encore convergente. Or tous les termes 
de la seconde, depuis t'», se trouveront inférieurs aux 
termes correspondants de cette dernière \ donc la seconde 
série sera elle-même convergente. 
Cela posé , considérons une série 

i«, H- i«, + . . . -h a„ H- w„^, -h . . . 

telle que Ton ait 

lim î^' = 1 , 



le rapport -^^ étant toujours plus petit que l'unité, de- 

puis une certaine valeur de n jusqu'à Tinfini. On pourra 
mettre ce rapport sous la forme 



««+. I 



9 



M« I -f- a 

of. étant positif et tendant vers zéro. 
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Or nous allons démontrer que si l'on a 

lim «a ^ 1 , 

la série sera convergente, et qu'elle sera divergente, 
si Ton a 

lim «a <^ I . 
i*'. Soit 

lim noL = k et A '^ i . 

Désignons par m une quantité déterminée quelconque, 
comprise entre \ et A , et , par conséquent , plus grande 
que l'unité. Il est facile de voir que , depuis une certaine 
valeur de n jusqu'à l'infini , on aura 



I4-«>( 1 + - 



En effet , 



I X*" m m(m — i) 

1 + -) = I H \ ' r-^ 

ni n i ,7,n^ 

et pour que l'inégalité précédente ait lieu , il suffira que 
l'on ait 

^ m m (m — i) 

n 1 .2.«^ 
OU 

. m (m — 1 ) 

/la > /w H ^ -h . . . . 

I .'2 . « 

Or le second membre tend vers m et le premier vers h , 
à mesure que n augmente : donc, depuis une valeur dé- 
terminée de n jusqu'à l'infini, l'inégalité aura lieu, puis- 
que la limite de son premier membre est plus grande que 
la limite du second 5 donc depuis cette valeur de n jus- 
qu'à l'infini , on aura 



I "" 



i -f-a> l I +- I > 
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et, par suite, 



ou 



l-hOL . 

1 -f- 



««+1 -. l 



^ï 



< 






Mais si Ton considère la série 



I I 



\ ) j« ^m 3m ' *•" ' „m ' (;|^,J« 

le rapport du terme général au précédent sera 



I 



( 



j \ m 
I -h - 

n 



et, par conséquent, plus grand que dans la série propo- 
sée. De plus, la série ( i ) est convergente, puisque Ton a 
m ^ I : donc aussi la série proposée est convergente^ ce 
que nous nous proposions de démontrer. 
2^. Soit maintenant 

. lim «a = /■ et h <^\, 

Prenons une quantité quelconque, m comprise entre i 
et A , et , par suite , plus petite que l'unité -, je dis que Ton 
finira par avoir constamment 



ou 



„<îîi+l'("'-0 



n 1 . 2 . « ' 

ou encore 

- m{m — I ) 

noi <r w 4- — ^ ' 4- 

1 . 2 . « 



• • « a 



PREMIÈRE. PARTIE. 335 

En effet , lorsque n croit indéfiniment , le premier mem- 
bre tend vers Al , et le second vers m , qui est plus grand 
que k. Donc , depuis une certaine valeur de n jusqu'à 
rinfini, les inégalités précédentes auront lieu*, d'où il 
résultera 



I -H a ' / I ^'" 

1 -f- - 
n 



et, par conséquent, -^^ finit par être constamment su- 

périeur au rapport des termes correspondants de la série 

dont le terme général est — ;;;• Mais m étant plus petit que 

Funité , cette dernière série est infinie ; donc la proposée 
Test aussi. 

Donc enfin, comme nous l'avions annoncé, la série 
proposée sera convergente , si Ton a lim »a ^ i ; et di- 
vergente , si Ton a lim na<Ci i . 

330. On ne peut, en général , prononcer sur la nature 
de la série , lorsque Ton a 

lim /la = I . 

Néanmoins, si na est toujours plus petit que la li- 
mite I , on peut affirmer que la série est divergente \ car 
alors on a 



1 + - 
n 

et le rapport -^* est supérieur au rapport relatif 

à la série divergente 

î I II 

2 3 « «-h I 

d'où il résulte que la série proposée est infinie. 
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Le seul cas qui reste douteux est donc celui où Ton a 

lim /fa =r I , 

noL n'étant pas constamment plus petit que i . 
331. Appliquons cette règle à la série 

II 1.3 I 1.3.5 I 
2 3 a. 4 5 2.4.0 7 

1 .3. . .(271 — I ) I 



2.4 2/1 2/H- I 

On aura , dans ce cas , 



hm = I 



et 



«IM-I __ (i^"*" O.l- = 



d'où 



U„ ' (2/f-h2)(2«4-3) 6/1-1-5 

(2/1 -h i) 
6/Î-I-5 6/1' -f- 5/1 

a = r r- 9 nCl = -s y 7 



et, par suite, 

,, 6 I 

lifn /la = -7 = I H — : 
4 2' 

d'où il résulte que la série proposée est convergente. 
Considérons maintenant cette autre série 



1 1.3 1.3.5 1.3.5. ..(2/1 — i) 



. . . , 



2 2«4 2.4*6 2.4*6. ..2/1 

'^ 11-4-1 -r - ^n+i 



pour laquelle on a encore lim -^ = i . Le rapport 
aura pour valeur 



«n ** «« 



"n+i __ 2/f 4- 1 _ I 

«;, 2/î H- 2 I 

, ^ ^ 

2/1 -i- I 
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On aura donc 






n 




2/1 H- 1 


et 






lim/7a = -» 

2 
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d'où il résulte que la série est divergente, et que la 
somme est infinie. 

Autre règk déduite de la considération des intégrales 

définies, 

332. Nous allons faire connaître encore une règle qui 
a été déduite de la considération des intégrales définies. 
Soit la série 

«0 + «I H- «2 -4- . . • -f- «« 4- W/i+i 4- . . . , 

dont tous les termes , depuis une certaine valeur de n 
jusqu'à l'infini , sont positifs et décroissent constamment 
en tendant vers la limite zéro. Elle sera convergente ou 
divergente suivant que la somme des termes, à partir de 
cette valeur de n, tendra ou non vers une limite finie. 

Supposons que l'expression du terme général soit une 
fonction de forme finie de zi, et désignons par u^ une 
fonction de la variable x, obtenue en changeant n en x 
dans M„. Cette fonction u^^ reproduirait tous les termes 
de la série proposée , en y donnant à x toutes les valeurs 
entières et positives. Sa valeur allant constamment en 
décroissant quand on fait croître x par degrés égaux à 
l'unité, à partir d'une certaine valeur entière, il arri- 
vera généralement que la fonction u^ ira constamment 
en décroissant lorsque x croîtra d'une manière continue 
depuis une certaine valeur jusqu'à l'infini. 

Admettant qu'il en soit ainsi depuis la valeur entière 
2*' rV//V. 22 
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m , on aura 



et 



/»m-f-3 
"«4-2 !> / UgdXf, , . , 

J/»i?H-i /»m4-a 

d'oùîl résulte, en ajoutant respectivement ces deux sé- 
ries d'inégalités , membre à membre , 

Jr* 00 
I W,dj?<^ «w-h «^m^i -4- «m-i-2 +• • • 
m 

et 

I Uxdx^ «m+i 4- ««+2 + • . . . 

Jm 

u^rfo: est finie, il s'ensuivra que 

la série à partir de m^i le sera de même \ et si elle est 
infinie > la série commençani à m« le sera aussi. D'où il 
résulte que la série proposée sera convergente ou diver- 
gente , suivant que l'intégrale 



u,dx 



I - 



sera finie ou infinie. 

333. Appliquons cette règle à la aérie, déjà examinée, 

I I ï 1*1 

— -4— — -4- -z — -+• . . . "T" r i~ » • • • 
I« ^ 2« 3« w" 

La fonction m, est, dans ce cas, -^> et va constamment en 
décroissant quand x augmente , a étant supposé positif. 
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Ur I — = -— — h C', et, par suite, i — est mnnie, 

si l'on a a <^ I , et finie si a ^ i . 
Si a = I , on a 

quantité infinie en même temps que x. 

Donc la série proposée est convergente si a ]> i •, et di- 
vergente si a <^ I , ou « = I . 

334. Appliquons cett^ même règle à la série 

% 2 log 3 logn 

On a alors m^ =^ —^9 expression qui décroît constam- 
ment depuis la valeur de x pour laquelle log je == i • Or 



/ 



dx log X log' X 

— —z h C. 

X 2 log e 



Donc I Ujcdx est infinie, et la série en question est di- 
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vergente^ ce qui montre que le produit v/a^S V^... \/n... 
est infini. Notre première règle conduirait au même ré- 
sultat, parce que Ton aurait 

log/i — «logf I +- J 

«a = -z ^ , 

I0g72-f-l0g( 1-4--) 

ce qui donne lim na = i. Mais comme on a évidemment 
«« <[ 1 5 la série est divergente , d'après une remarque 
faite précédemment. 

L'une et l'autre règle feraient voir que la série dont 

le terme général est ( — ^ ) est convergente. 



n 

22. 
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Séries dont tous les termes ne sont pas de même signe. 

335. Lorsqu'une série n'a pas tous ses termes de même 
signe, il est évident cpi'elle sera convergente, si elle l'est 
quand on donne le même signe à tous ses termes, par 
exemple quand on les prend tous positifs. En effet, k 
somme des termes qui suivent l'un quelconque de ceux 
de la série proposée est moindre que la somme des cor- 
respondants de la seconde, quel que soit le nombre que 
l'on en considère, puisque tons ces termes s'ajoutent 
entre eux dans la seconde, tandis que les uns s'ajoutent 
et les autres se retranchent dans la première. Donc, puis- 
qu'à partir d'un certain terme de la seconde, la somme 
des suivants a une limite qui peut devenir moindre que 
toute quantité donnée, il en est de même à plus forte 
raison dans la première-, et, par conséquent, elle est 

convergente. , h , • 

On peut donc d'abord appliquer à ces nouvelles sénés 
les règles données pour celles dont tous les termes sont 
de même signe , tant pour reconnaître la convergence que 
pour calculer une limite de l'erreur commise en s'arrê- 
tant à un terme quelconque. Mais ces règles ne dispensent 
pas d'en chercher de nouvelles, spécialement applicables 
aux séries dont tous les termes ne sont pas de même 
signe; parce qu'une pareille série peut être convergente, 
et devenir divergente quand on donne le même signe à 
tous ses termes. Nous nous bornerons à celle qui résulte 
du théorème suivant ; 

Théorème. — Lorsque dans une série les termes 
finissent par être constamment décroissants, et- alter- 
nativement positifs et négatifs, cette série est toujours 
convergente; et l'erreur commise, en s' arrêtant à un 
tei-me quelconque, est moindre que le suivant. 
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Soit la série 

Désignons, en général, par s,^ la somme des termes de- 
puis le premier jusqu'à m,„ inclusivement. 

Nous remarquerons d'abord que la somme s„ de termes 
dont le dernier est positif ne peut être que diminuée 
par Taddition d'un nombre quelconque des termes sui- 
vants. En eflet , pour passer de la somme .ç„ à 5„^i , il 
faut retrancher w„^.i^ donc on a s,t^i<^s„. Pour obte- 
nir la somme suivante 5„^j, il faut ajouter m„+8, qui est 
moindre que le terme «„+i qui a été retranché de 5„; 
donc on a encore s„^2 <C ^n' Le même raisonnemeût se 
reproduisant indéfiniment , on voit que la somme 5„ est 
plus grande que toutes celles dont l'indice est plus élevé. 

On voit, au contraire, que si l'on s'arrête à un terme 
négatif, la somme sera toujours moindre que toutes celles 
dont l'indice est plus élevé. 

Ainsi les sommes dont le dernier terme est positif 
vont toujours en diminuant; et celles dont le dernier 
terme est négatif augmentent constamment, en restant 
toujours au-dessous des premières. Ces deux suites de 
sommes se rapprochent donc de plus en plus à mesure 
qu'on avance dans la série, et leur différence tend vers 
zéro, puisqu'elle n'est autre chose que le dernier terme 
de la dernière, lequel tend vei's zéro, par hypothèse, 
à mesure que son indice augmente indéfiniment. 

Donc enfin la somme des termes tend vers une limite 
détefminée, et V erreur positis^e ou négative est toujours 
moindre que le terme qui suit celui auquel on s*est 
arrêté. 

Soit , par exemple . la série 

2 3 n n -\' i 
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Le rapport d'un terme au prëcédent est exprimé généra- 
lement par j:, et sa limite est x. Ainsi , d'abord la 

série «era convergente si l'on a a:<^ i en valeur absolue^ 
divergente si x >■ i. Lorsque j: = i, la série est conver- 
gente en vertu de la dernière règle , puisque les termes 
sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent 
indéfiniment. Mais si Ton prenait a: = — i, la série 
aurait une somme infinie. 

Lorsque la série est convergente , l'erreur que l'on com- 
met, c'est-à-dire la quantité que l'on omet, en s'arrêtant 

à — t est moindre que ? et de même signe que ce 

terme. 

Des séries imaginaires. 

336. Lorsque les termes d'une série sont de la forme 

M-f-^'s/ — I, on entend que cette série est convergente 
lorsque la somme des termes réels a une limite 5, et 

que la somme des coefficients de \/ — i tend de même 
vers une limite t : on dit alors que la limite de la série 

est 5 -h ^ V— I . 

On est ainsi ramené aux conditions de convergence de 
deux séries réelles. Mais il suffit souvent d'en considérer 
une seule , celle qui se rapporte aux modules des termes 
de la proposée. 

En effet , on peut toujours poser 

u -\^ ç^ — I = p(co5Ô-H v/ — I sinô), 
et la série proposée prend la forme 

(po(cosôfl-4- \/--isin&o)H- pi(cosÔ, + v'— i sinO,)-f-... 
( 4- p« ( cos 9„ H- v/— 1 sinO„)-4- 
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Or, si la série 

est convergente, en prenant tous les termes positifs, il 
s ensuit, à plus forte raison, que les deux suivantes : 

/31 (P«<^os0^-hp,cos0, H-...-f-p„cos0„-f-..., 

jposin9„-+-p,sînÔ, +. . . + p„sin9„-|-. , . 

le seront elles-mêmes 5 car, à partir d'un terme quel* 
colique , la somme des suivants jusqu'à Finfini est évi- 
demment moindre que dans la première. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 

Une série imaginaire est con\^ergente lorsque la série 
des "Valeurs absolues des modules de tous ses iermes est 
convergente» 

Lorsque la série (2) n'est pas convergente, il est pos- 
sible que ses termes tendent ou ne tendent pas vers zéro. 
S'ils n'y tendent pas , les séries (3) ne peuvent être toutes 
deux convergentes 5 car, quelque valeur qu'on puisse sup- 
poser à l'angle 9, il est impossible que pcosQ et josind 
tendent tous deux vers zéro , si p n'y tend pas. Les termes 
des deux séries (3) ne peuvent donc tendre vers zéro, ce 
qui est cependant une des conditions indispensables de 
la convergence. La série ( i ) est donc, dans ce cas, ddi^er^ 
gente. 

En second lieu , si la série ( 2 ) étant divergente ses 
termes décroissent indéfiniment , il n'est pas impossible 
que les séries (3) soient convergentes, parce que tous 
leurs teimes ne sont pas de même signe; on ne peut donc 
alors rien affirmer, en général , sur la convergence de la 
fiéi'ie proposée. 
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NOTE DEUXIÈME. 



Sur les expressions imaginaires. Comment on les 
introduit dans tes données du calcul. 

337. La solution des équations du' deuxième degré 
conduit quelquefois à extraire des racines carrées de 
quantités négatives. Ces sortes d'expressions ne repré- 
sentent pas des nombres, soit positifs, soit négatifs^ on 
les désigne sous le nom de quaiitàés imaginaires* Nous 
n^avons pas pour objet d examiner ici à quelles circon- 
stances correspondent ces formes dans les questions pro- 
posées \ nous nous bornerons à dire qu'en substituant ces 
expressions à Tinconnue, l'équation que Ton avait à ré- 
soudre devient identique, pourvu que les racines carrées 
des quantités négatives soient traitées d'après les règles 
ordinaires de l'algèbre, et qu'on considère leur carré 
comme s^obtenant par la suppression du radical. 

Si l'on a , par exemple , l'équation 

X* — 2/ïjf-h fit' 4- 6' == o, 
on en tire les deux valeurs imadnaires 



et l'on peut vérifier que la substitution de cette valeur 
dans l'équation la réduit à o = o. 

Il en serait de même si , au lieu de ^ — b*^ on mettait 

b ^ — I , et c'est ce que l'on fait ordinairement, afin que 
la seule quantité imaginaire à considérer soit toujours 

^ — I. Les valeurs de x se trouvent ainsi mises sous la 
forme 



PREMIERE PARTIE. 345 

Il semble d'abord que toutes les cousidérations auxquelles 
ces sortes d'expressions peuvent donner lieu soient rela- 
tives aux circonstances qui leur donnent naissance dans 
les questions dont elles présentent la solution ; mais on a 
trouvé de très-grands avantages à les introduire dans les 
données mêmes de certains calculs , et c^est sous ce point 
de vue que nous allons les considérer. 

Sans attacher aucune idée de quantité à Texpression 

)j — I , nous convenons de la traiter de la même manière 
que si c'était un nombre dont les puissances successives 
seraient 

\/— I, — 'i, — v/— I, H-i, \/— I,..., 

les quatre premières se reproduisant indéfiniment dans le 
même ordre. 

Rien ne s'oppose à ce que l'on fasse des calculs algé- 
briques dans lesquels y/ — i soit traité de cette manière^ 
il ne s'agit que de savoir s'il y a quelque intérêt à le faire , 
et si de pareilles opérations peuvent offrir de nouvelles 
ressources à l'analyse. Il pourra quelquefois être plus 

commode de remplacer sj — i par une lettre dont les 
puissances se distinguent toutes les unes des autres , tan- 
dis que celles de sf—i se reproduisent périodiquement. 

En désignant ^ — i par X, nous entendrons que X soit 
traité comme un facteur ordinaire, d'après toutes les 
règles démontrées dans le cas des quantités réelles ; seu- 
lement, après tous les calculs effectués, on remplacera 
les puissances 

par 

A a ' I > — — ^ " f ■ I , A * "^■~ I ^ • > • • 

338. Lorsque nous poserons une équation entre des 
quantités réelles et imaginaires, comme 

A H- B v^^^ =r A' -f- B' V' — I , 
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nous entendrons toujours que Ton savait d'avance que 
A = A' et B = B'. Ces dernières équations ne seront ja- 
mais des conséquences de la première^ c'est, au con- 
traire, la première qui en est la conséquence, et nou^ 
n'attacherions aucun sens à cette équation si nous ne 
savions , indépendamment d'elle , que les parties réelles 
sont égales de part et d'autre, ainsi que les coefficients 

respectifs de v^ — i. Nous insistons sur ce point, parce 
que la plupart des auteurs l'entendent de la manière in- 
verse. 

339. Ayant bien établi de quelle manière nous traite- 
rons l'expression y/ — I, nous allons montrer, par un 
premier exemple, l'avantage qne l'on peut avoir à l'in- 
troduire dans le calcul. ^ 

Considérons les deux expressions 



ces 



x-^s] — I sin^, cosj*-|-v^ — \%ïny. 



et multiplions-les entre elles , dans le sens que nous atta- 
chons ici à cette opération 5 nous trouverons 

cos.rcos/ — siaxsin^' -h \/ — 1 (sio.r cos j +sin j cosj*), 

ou 

cos(.r -I- j) H- si — i sin(a; -H /}. 

INous pouvons donc poser 

(cosx-i-y/— I sin jr) (cosr+V~* sin j)— cos(.r-j-^)-j-^— i sin {x-\-jr)y 

puisque nous avons prouvé d'avance que les parties 
réelles étaient respectivement égales, ainsi que les coeffi- 
cients de y/ — I . 

Et Ton conclut de là que pour diviser deux expressions 
de cette forme Tune par l'autre ( en entendant par quo- 
tient une expression qui , multipliée par le diviseur sui- 
vant les règles convenues , reproduirait le dividende), il 
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suffit de retrancher l'arc qui se trouve au diviseur de celui 
qui entre dans le dividende. 

En multipliant le produit de ces premières expressions 

par une troisième cosz -|- v^ — i sin;2, il suffira encore 
d'ajouter les arcs x -hj et .2 , ce qui donnera la nouvelle 
équation 

(cosa:H- ^ — 1 sina;)(cos/4- \/ — i sinj) (cosz -H \/ — i sinz) 

= CCS (a? -H ^ H-«)h- y — 1 sin(j: H- j 4-*); 

et il est facile de voir que, quel que soit le nombre des 
facteurs de cette forme , leur produit eiFectué donnera tou- 
jours pour partie réelle le cosinus de la somme de tous les 

arcs, et pour coefficient de y^ — i le sinus de cette même 
somme. On pourra donc poser une équation semblable à la 
dernière, en supposant un nombre m quelconque de fac- 
teurs, puisque les parties réelles sont démontrées égales, 
ainsi que les parties imaginaires. En supposant le cas par- 
ticulier où X = y = z ^= ,..^ on aurait la formule sui- 
vante , qui est due à Moivre : 

( i) ( ces j: -h V' — I sin x)'^=z cos mx -h V^ — i sin mx ; 

il est donc prouvé que , si l'on forme la puissance m du 

binôme cos x -h y/ — i sinx d'après les règles ordinaires , 
la partie réelle sera égale à cos/njc, et le coefficient de 

s/ — I à sinmx. Or le développement de la puissance ni 
d'un binôme s'efl'ectue au moyen d'une formule très- 
simple; on aura donc ainsi le développement général de 
cosîfix et sinmx, m étant un nombre entier quelconque. 
Ces formules sont 

C05r?;x = cos"'.r cos'"""' xsni 'j;: 

1.2 

;w(/7i— i) (wi — 2) (m — 3) „_/ . . , 

nt (m — 1 ) (/.'/ — '1) ^ , ... 

sin nijc^z:. m c«)s '" ' ' .r siii .r i —„ • xioi» "^ x siu a- \- . . , 

l.'2.3 
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Od peut observer que le développement de 

(cosx — ^ — 1 sinx)" 
ue différerait de celui de 

(coso: -4- V — I sinx)'" 

que par le signe des termes où se trouvent les puissances 
impaires de ^ — i, et que , par conséquent , 

(cosx — ^ — I s>inx)''z=zcosmx — ^ — i sïnmx. 

340. En entendant par racine n**'"* d'une expression 
imaginaire une autre expression qui , élevée à la puis- 
sance /i, suivant le sens convenu, reproduirait la pre- 

mière • on voit que cos -±J — i sin - est une racine de 

^ n n 



cos x±^ — 1 sin x, puisque nous avons prouvé que pour 
élever une semblable expression à la puissance /*"''"*' , il 
suffit de multiplier Tare par n. On a donc 



(cosx±v/ — I sinx)" = cos-dbv'— • sin~; 



. X 

in~ 

n n 



et si Ton élève les deux membres à la puissance p^ il vient 

p 

( co5x± J — I sina?) " = cos - x± d — i sin -^ , 
^ n n 

ce qui montre que l'équation (i) est vraie quand m est un 
nombre fractionnaire quelconque -? en entendant seule- 
ment par là que cos^a:zir ^ — i sin- j:, élevé à la puis- 



sance n , donnerait la puissance p de cos a: ±sl — i sin j:, 
et que, par conséquent, il est une des racines n"'"'" de 
cette puissance p . 
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L équation ( i ) est encore vraie si m est égal à un 
nombre négatif — w. En effet, 

(cos X 4- v'^ sin x) -" = pr^ r- = ; — = ; 

(008JC4-V — isinar) (cosnx-hy— i sinnxj 

or diviser par cos nx -\-)] — i sin nx^ c'est trouver une 
expression qui, multipliée par ce diviseur d'après les 
règles convenues, donne pour produit le dividende; ce 

quotient est donc cos nx — V' — i sinnx. 
Donc 

(cosx 4- si — I sin j?)"" = cos( — nx) -+- )j — i sin ( — nx), 

La formule (i) est donc vraie , quelque valeur réelle qu'ait 
m , en observant toutefois que si la puissance m est sus- 
ceptible de plusieurs valeurs, nous avons seulement prouvé 
ici que le second membre en est une. 

341 . Nous allons résoudre maintenant la question in- 
verse, qui consiste à développer cos '"a: et sin '"a: au 
moyen des cosinus et sinus des arcs multiples de x^ 
m étant un nombre entier. 

Pour cela , nous poserons 



cosa: -4- V — I sm j: = // 



cos X — ^ — I sin X = c ; 
d'où 

et, par suite, 

m (m — 1 ) , 

a'«co8'"Jp=u'»-f-»Mu'»«-' v-\ ^ a'"~«t''-f-, . .-i-wiiit''"** -h f». 

1 .1 

Observant maintenant que u\^= i , et que M*-hv'*= 2 cos Ax, 
on aura 

, . mlm—\) 
2'"cos"'x = 2c08mj:+3.'nco6(m — 2)r-|-2. — ^ ^co8(i?i-— 4)^H-' • •• 

Si m est pair, le terme qui se trouve au milieu du dévelop- 
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m[m — I ) . . ( h 1 

pement de (u-h ^')"' se réduit à ^ L et 

■■ m 

1.2 — 

forme le dernier terme du développement de 2'"cos'"a:. 
Si m est impair, les deux termes du milieu sont en a et ^ 
de la forme 

wi-f- 1 m — I wi— I ni'i'i 

a p etap, 

expressions qui se réduisent respectivement a w et p-, 

puisque m^^ = i . Le dernier terme du développement de 

a^cos'^o: est alors 

. . /m -h 3 

(w — i). . .1 



m 



2 } ^ cosr. 

I .2. . . . 



{"-i^) 



On développera maintenant sin"* j:, eu observant que 

2 y — I sin a: = u — p. 



d*où 

/ \-. . ml m — i) 



2'"(v^ — i)'"sin'".r= a" — w«*'-'f H ) ^^m-i^i 



I .2 



ce qui signifie toujours que les parties réelles sont les 
mêmes de part et d'autre , ainsi que les coefficients de 

\/ — I , s'il y reste , ce qui n'arrivera que si m est impair. 
Supposons d'abord m pair : les termes à égale distance 
des extrêmes seront de même signe, et, en les réunissant 
deux à deux , on trouvera 



m 



2»>( — i)-* sin'":c = 2C0S/wa: — 2//icos(/it — 7)x 

mim — i) , ,, 

4- 2 — ^^ C0S(/72 — ^]x — . . .; 

1.2 ^ ' 
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le dernier terme sera 

m[m — I ). . . ( h I 



m 
1 . 2 . . . . — 

2 



le signe -h correspondant à — pair, et le signe — à — 

impair. Si m est impair, le développement pourra se 
mettre sous la forme 

I • 2 

en remplaçant partout ui^ par i . Si donc on observe que 
M* — ^*---2y^ — I sinix, on aura , en ne prenant que les 
coefficients de \/ — i, 

m — 9. 



2'"( — i) sin'"j7= asinw^ — 2/wsin(/w — 2)x 



/w(/72— l) . . ,, 

-f- 2 — i -' sm ( WI — â)x — ... ; 

1.2 ^ 



le dernier terme sera 

//i + 3 



m (m — I ) . . . ( 
±2 ^ 



2 

sm X. 



■^ (V^) 



le signe -H ayant lieu quand sera pair, et le signe 

— quand il sera impair. 

342. Examinons maintenant en quoi consiste l'avan- 
tage que l'emploi de y/ — i a procuré dans la recherche 
des développements de cos'^o: et sin'"j:. 

Nous avons remplacé acoso: par 



ces 



•^ -f- y/ — 1 sin .r 4- ces x — v^ — i sin .r , 



n 
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qui lui est identique, puisque les deux termes 



V — 1 sinx et — y — i suix, 
traités comme sMls représentaient des nombres, se dé* 

truisent. Et même si , an lieu de v~i , on met une quan> 
tité X indéterminée, on pourra remplacer 2 cosx par 

(cosx -h>sinx)-4-(cosx — >sinx); 

et quelque calcul que Ton eflectue sur cette expression, 
le résultat sera nécessairement indépendant de 1, et les 
puissances d'un même d^ré quelconque de cette lettre 
auront zéro pour coefficient. Or prendre seulement les 
termes réels du résultat, c'est négliger les puissances 
impaires de X et ne conserver que les puissances paires , 
ce qui est permis , puisque les coefficients de chaque puis- 
sance de X sont nuls. Mais quand on remplacera X' par 
— 1 9 il pourra y avoir des réductions entre les termes 
correspondants à des puissances différentes de X, et no- 
tamment avec ceux qui ne renfermaient pas X , et qui 
sont précisément ceux que Von trouverait en ne trans- 
formant pas d'abord 1 coso:. Il peut donc résulter de là 
de nouvelles combinaisons qui , sans altérer la valeur du 
résultat, lui donnent une forme plus commode. Cela re- 
vient à ajouter au résultat des quantités qui se détruisent : 
mais à chaque instant, dans Talgèbre, on voit de pareils 
artifices faciliter les transformations; et ce qui fait que, 
dans le cas actuel , on en retire réellement un très-grand 
avantage , c'est que les deux binômes dont la somme rem- 
place 2 cosx sont tels , que les puissances de chacun d'eux 
s'eiTectuent immédiatement par la multiplication de Tare , 
et que le produit des puissances semblables de l'un et 
l'autre est l'unité. Il résulte de là que la puissance /w*'"" 
de cosx se trouve immédiatement exprimée au moyen 
des cosinus des arcs multiples de t; et il est de même 
pour sin"* .r. 
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Usage des lignes trigonométriques pour Pexiraction 
des racines des quantités réelles ou imaginaires. 

343. Les racines de degré m d'un nombre réel positif 
ou négatif ± A , sont les racines de l'équation 

^•"qpA = o; 

ces racines peuvent se ramener à celles de Timité, en 
posant y = ax^ a désignant la racine m'^'"' arithmétique 
du nombre A ; l'équation proposée se trouve ainsi rame^ 
née à la suivante: 



,m 



JC^ZP I = O. 



dont nous allons déterminer les m racines, qui sont 
toutes inégales, puisqu'il n'y a pas de commun diviseur 
entre le premier membre et sa dérivée. Soit d'abord 



^m J--.Q^ ^y ^Wl---J^ 



Nous pouvons représenter i par une expression de la 

forme cosz -4- \/ — i sin^, dont nous savons qu'il est fa- 
cile d'extraire la racine. Il suffit dé poser z = 2w7r, n 
étant un nombre entier quelconque positif ou négatif; et 
l'on aura identiquement 

I = co$2^7r -h y — I sin2/i7r. 
Donc l'expression 

2«W / — 

(i) cos h V — 



^mt I . 2, ni: 

I sin 

m m 



donne des racines w'*'"" de i , et, par conséquent, des va- 
leurs de X pour toute valeur entière de ». 

Or on reconnaît immédiatement que l'expression (i) ne 
change pas quand on augmente ou qu'on diminue n de m 
ou d'un multiple entier quelconque de m. Il suffit donc , 
2« édit. 23 
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dans la série indéfinie des nombres entiers positifs ou 
négatifs, d^en prendre m consécutifs quelconques; ils 
donneront toutes les valeurs de l^expression (i). Déplus, 
il est facile de voir qu'elles seront toutes différentes, parce 
que deux de ces arcs ne peuvent avoir le même sinus et 
le même cosinus; donc toutes les racines de Téquation 

j7« — 1 = 
seront données par la formule 

2. nie , / . 2nit 

X = cos ± V — I sm j 

m m 

dans laquelle on donnera à n les valeurs o , i , 2 , etc . , 
jusqu'à ce que Ton ait m valeurs pour le second membre ; 
car c'est comme si Ton donnait à « , m valeurs consécu- 
tives, les unes positives , les autres négatives. 
Si m est pair, on posera m = afc , et il viendra 

/iTT , / . /ITT 

X = cos -7- it V — ï sm-T— 

A" A 

Il faudra alors donner à n les valeurs o , i , 2 , . . . , ft. Les 
deux extrêmes donnent a: = i , a: = — i , et toutes les 
autres valeurs de x sont imaginaires, conjuguées et réci- 
proques deux à deux. 

Si Ton a 

//î = 2A^ -h I , 

il faudra donner à n les valeurs o , i , 2 , . . . , ft. 

La première donne jc = i ; les autres sont toutes ima- 
ginaires, conjuguées et réciproques. 

344. Soit maintenant 



m 



j:'"-t-i=o ou ^'«=—1, d'où x=y/— I. 

On peut encore donner à — i la forme cos z -f- ^'^i sin z, 
en posant z = ( 2n -H 1 ) tt. On aura donc des valeurs de x 
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par la formule 

( 2« -+- I ) TT / . . ( 2« -I- I ) TT 

X r= cos i 1- V — 'SI" — 5 



m m 



il suffira encore de prendre m valeurs consécutives de n , 
parce qu'elles correspondront toutes à des sinus ou co- 
sinus différents, et toutes les autres valeurs de n fourni- 
raient les mêmes valeurs pour x. Toutes les racines de 
l'équation 

JC'"-|- l =0 

sont donc données par la formule 

(2rt -h ^)'^ X. I . (2/ï -f- l)7r 

x = cos ^ — ± V — ï sin ^ — 1 

m m 

en donnant à n des valeurs positives depuis zéro jusqu'à 
ce qu'il en résulte m valeurs pour le second membre. Si 
m = 2k^ les valeurs de n seront o, i , 2,...^ A — i , 
les valeurs de x seront toutes imaginaires, conjuguées et 
réciproques. Si w = 2^ -H i , les valeurs de n seront 
o, I, 2,..., fc, la dernière donnera x = — i; toutes les 
autre$ valeurs de x seront conjuguées et réciproques. 

Les racines de =b i étant connues , on aura celles de 
=i: A en les multipliant par la racine arithmétique de A. 

Les facteurs réels du premier et du second degré , dan? 
lesquels peuvent se décomposer les binômes x"' — i et 
.r"*-l- I, peuvent être représentés par une construction 
fort simple , qui dépend de la division du cercle en parties 
égales , et qui a été donnée par le géomètre anglais Cotes. 

345. Cherchons maintenant à extraire la racine m'^""' 
d'une expression de la forme 

Nous pouvons la mettre sous la forme 

p (coszzh v/— 1 sinz), 

23. 



] 
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en déterminant p et z par les deux équations 

pcos2 = a, psinz=:^; 

d'où 

. y 7- « . à 

P P 

Pour plus de commodité, nous ne prendrons que la valeur 
positive de p. Désignons par (f le plus petit arc positif 

a . b 

ayant pour cosinus ~ et pour sinus - \ on pourra , sans 

que ces /ignés changent, l'augmenter d'un nombre quel- 
conque de circonférences , et Ton aura 

a± b^ — I =p[cos(f ~|-2/iîr)db^ — I sin(y -h 2/f7r)]. 

On aura des racines m''''*^' de cette expression en prenant 
la racine m'^'^ arithmétique de |0, et la multipliant par la 
racine du second facteur, que l'on obtiendra par la divi- 
sion de Tare; on a ainsi 

^ / • -h 2/i7r _. , . 9 -4- 2/Mr \ 

^ \ ' m ' ^ } 

Il suffit évidemment de donner k n^ m valeurs consécu- 
tives, positives ou négatives; toutes les autres donne- 
raient les mêmes résultats. De plus, ces m valeurs de n 
donnent des valeurs différentes pour les sinus ou co- 
sinus de ; donc, en donnant à n les valeurs 

o, I, 2,... m — I, toutes les valeurs de la racine cher- 
chée seront données par la formule 



\ m ^ 



I sm ^ 

m 



les signes supérieurs de V^ — i se correspondant, ainsi que 
les inférieurs. 
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346. La transformation de a ± b sj — t en 

p(oos2 ±: ^ — 1 sin^) ramène toutes les opérations sur 
les quantités imaginaires aux opérations sur des expres- 
sions de la forme co^z ±sl — i siti>z, et nous avons vu 
que celles-ci se ramenaient toutes aux opérations immé- 
diatement inférieures sur les arcs , propriétés tout à fait 
analogues à celles des exponentielles. 

Cette analogie sera encore augmentée par les considé- 
rations suivantes. 

Représentation des sinus et cosinus par des 
exponentielles imaginaires, 

347. Si dans le développement de e^ on change x en 
X ^ — 1 , et qu'on représente la série résultante par e' *^~*, 
on aura 

(i) 6'-V-' = 1 ^xs^^ I ^-^^-h ^-7 - 

^ ^ ' 1.2 1 .2.3 I .2.3.4 

Si Ton convient de même de désigner par e""""^'* le ré- 
sultat de la substitution de — ;r v'^ — 1 à a: dans le déve- 
loppement de e^^j on aura 



• « ■ • 



j — : / x'"^x^J — I ^ 

V ' = I — X\J I ; 



\ 



^ ^ ^1.2 1.2.3 1.2.3.4 

Ces équations peuvent être écrites comme il suit : 

!^,jry— I __ ^Qg^ ^ j — ^ sin JT, 
c ^^ ' = cosj; — y — i sino;; 
d'où Ton lire 

COSJF = > 

(4) { ^ .- 

smA' = -. ' î 

2 y — I 
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et dans toutes ces formules il ne faut pas oublier que 

e* *^* et e"'^^ n'ont aucun sens comme exponentielles : 
elles ne représentent autre chose que les séries qu'on 

obtient en substituant -hx^ — i et — x V — i dans le 

développement de e', et traitant V — ^ de la manière 
convenue. 

348. Il est facile de démontrer que ces exponentielles 
imaginaires doivent être traitées d'après les mêmes règles 
que si les exposants étaient réels. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de multiplier 

c'*^ par e-''*^, en entendant toujours par là les séries 
qui représentent ces expressions, et qui peuvent être rem- 
placées par cosx ■^- ^ — i sinx et cosy -h ^ — i sinj^, 

dont le produit est cos (x -\- y) -H V — i sî^ (^ "^j)- 
Cette dernière expression est représentée , dans le même 

sens , par e^**-^^ ^^^ ; donc on peut poser 

La règle des exposants réels s'observe donc dans la multi- 
plication des exponentielles imaginaires, et, par suite, 
dans leur division, dans leur élévation à des puissances, 
et dans l'extraction de leurs racines. 

On pourrait encore déduire cette proposition de ce 
que e"^^ étant égal à e' e-^ pour toutes les valeurs réelles 
de X et/, on a identiquement 

1-4-^ ^-{'' i. -+-...= ( IH 1 h... 1 (l-H-H h... )• 

I 12 \ 1 i.a / \ I 1.2 / 

L'identité ne sera pas troublée en changeant dans les deux 

membres x en x V — ij oixj en y y— 15 et l'on trouvera 
toujours les mêmes termes réels ou imaginaires avec les 
mêmes signes : d'où l'on conclut 
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OU encore, en supposant qu'on change seulement y en 

349. On est convenu de donner le nom de loga- 
rithmes aux exposants imaginaires, comme aux expo- 
sants réels. Ainsi x -^ y sj — i est le logarithme de 
e*(co$j^-f- y/ — I sinj^); et pour avoir le logarithme 
d'une expression de la forme a± h sj — i , on posera 
d'abord 

fl±:^\/^ = p(cosxdb\/^ sin^) = e'p^^V^^ 

(f étant la plus petite valeur positive de x^ et l'on aura 

Si & = o , on a pour toutes les valeurs du logarithme de a, 

L'arc (p est égal à o si a est positif, et égal à t: si a est 
négatif. On a donc , en entendant par 1 a le logarithme 
arithmétique du nombre a , 

1 ['■^a)z=.\a±in'Ksl — i , 

1( — fl) = la±(2/î -h i)7rV^— I . 

Cette dernière expression ne donne aucune valeur réelle \ 
la première en donne une seule. 
En faisant a = i , on trouve 



1 1 = ±2/I7rv'— I, l(~l)=::±(2/î-t- l)7rV— I • 

350. On peut exprimer, au moyen des formules pré- 
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cédentes , les racines des équations de la forme 

En effet , on en tire d'abord 



."=-f±y/|.'-,. 



Si Ton a ^ y ]> o , ou = o , les valeurs de x seront 

les racines de quantités réelles , et nous avons vu com- 
ment on pouvait les exprimer au moyen des lignes trigo- 
nométriques. 

Si l'on a 7 q <^Oj les valeurs de a:'" seront de la 

forme azhb ^ — i , et Ton en extraira les racines /»'''"", 
comme nous l'avons indiqué en dernier lieu. 

Si l'on forme, d'après les valeurs de ces racines, les 
facteurs réels de x*"^ -h px"" -H q^ on reconnaît immédia- 
tement une construction simple qui les représente géo- 
métriquement , et qui repose sur la division du cercle en 
parties égales. Nous nous dispenserons d'entrer dans ces 
détails. 



NOTE TROISIÈME. 



Sur ta plus courte distance de deux droites infiniment 

voisines, 

351. Si l'on considère une série de droites dont les 
équations générales renferment une ou plusieurs con- 
stantes dont les valeurs puissent varier arbitrairement 
et d'une manière continue, la plus courte distance de 
deux de ces droites , correspondantes à des différences 
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infiniment petites entre les constantes, peut être du 
même ordre que ces différences, ou d'un ordre différent. 
Considérons , par exemple , les normales à une même sur- 
face, menées par deux points situés sur cette surface, à 
une distance infiniment petite ds. Leur plus courte dis- 
tance sera généralement du même ordre de grandeur que 
ds. Mais si les deux points sont situés sur une même ligne 
de courbure, cette distance est d'un ordre plus élevé, 
comme nous Pavons démontré. 

De même encore les normales principales d^une courbe 
à double courbure , c'est-à-dire celles qui passent par ses 
centres de courbure, ont une distance mutuelle qui est 
du même ordre que celle des points correspondants de la 
courbe. Mais si l'on prend la série des normales tangentes 
à une même développée de la courbe , la plus courte dis- 
tance de deux de ces normales consécutives sera d'un ordre 
plus élevé que celle des points correspondants de la courbe 
proposée. 

L'objet de cette note est de déterminer avec plus de 
précision qu'on ne l'avait fait jusqu'ici l'ordre infinité- 
simal de cette distance , et c'est ce que nous ferons au 
moyen d'une remarque curieuse due à M. Bouquet, an- 
cien élève de TÉcole normale. Elle consiste en ce que , 
si dans une série continue quelconque de droites, la 
distance de deux coiisécuti^es est généralement d'un 
ordre supérieur au premier, elle est au moins du troi- 
sième. 

Soient , en effet , 

a? =r r/z -+- a , j* = Az -f- ê 

les équations d'une droite quelconque de la série ^ Aa , A£, 
Aa, A6 les accroissements des constantes, en passant à 
une droite infiniment voisine , faisant partie de la même 
série : la plus courte distance à de ces deux droites sera , 



/ 
/ 
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d'après une formule élémentaire connue , 



Or, quel que soit le nombre des variables indépendantes 
qui déterminent les quantités a , 6 , a , S , on aura 

àa =1 da -{"- a ^ a -\ -a^a-k^ , . . , 

2 2.3 

tib^db-^-^d^b H — ^-rr/^A 4- . . . , 

2 2.3 

^%^d(X'\ — d^0L'\ ^d^CL H-. . . , 

2 2.3 

2 2.3 

il en résulte 

A<ïA6 — A^Aa = {dad^ — rf^//a) 



Or, si le premier terme dadè — dbdot n'est pas nul, le 
dénominateur de d étant un infiniment petit du premier 
ordre, et son numérateur du second, à sera du premier 
ordre. Si, au contraire, on a constamment 

da(^ — dbdoL = o , 

le numérateur devient d'un ordre plus élevé de deux 
unités, parce que Tensemble des termes du troisième 
ordre n'est autre chose que la moitié de la difTérentielle 
dedadS — dbda^ et cette dernière quantité étant con- 
stamment nulle, sa différentielle Test aussi. 

D'où résulte cette conséquence remarquable , que , si la 
distance de deux droites consécutix^es , prises dans une 
série quelconque , est généralement d'un ordre infini- 
tésimal supérieur au premier, elle est au moins du 
troisième. 
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Cette proposition s'applique aux tangentes à une courbe 
à double courbure > aux normales à une .surface, me- 
nées par les différents points d'une même ligne de cour- 
bure , etc. 

Le théorème que nous venons de démontrer est sou- 
mis, comme presque tous les autres, à des exceptions 
très-particulières; il est fondé sur des développements 
généralement possibles , mais qui , pour certains points 
singuliers, pourraient devenir illusoires. 



FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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ERRATA. — Pbemière Partie. 



I 

X 



Page 17, ligne 18; au lieu de i = — , lisez 1 y 

Page a4> lig"® 3» ^i< ''^^ ^^ ^^b> ''•'^' ^^ 

Page 86, ligne 3 en remontant; au lieu deF{x) , lîsezF{x) 

Page i5i , ligne 10 ; «« Heu de — 9 lisez — 

Page 347, ligne 3 en remontant; au lieu de m-i-\, Usez m — 1 

m 

Page 356, ligne 3 en remontant; au lieu de ^ ^ Usez ^ 
Page 356y ligne 8; au lieu de lignes , lisez signes 
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